ANALYSE COMPLEXE
2019

Ce document contient onze feuilles d’exercices pour le cours d’analyse complexe (3M266),
ainsi que quatre interrogations corrigées. Tous les documents (notamment les notes de cours) se
trouvent sur la page de Vincent Michel.

Une représentation de la fonction zeta de Riemann (Fredrik Johansson).


https://webusers.imj-prg.fr/~vincent.michel/enseignement.html
http://fredrikj.net/
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Il nous arrivera d’utiliser les notations suivantes :

Re(z),TIm(z) | parties réelle et imaginaire du nombre complexe z

module et conjugué du nombre complexe z

disque ouvert de centre z et de rayon r

D(0,1)

nombres complexes z tels que |z —a| =7

chemin qui paramétrise € (a,r) dans le sens positif
% (0,1)

nombres complexes z tels que Jm(z) > 0

ensemble des fonctions holomorphes sur 'ouvert €2
anneau de centre z et de rayons s,t

ensemble des nombres complexes non nuls

résidu de la fonction f au point z

détermination principale du logarithme

ensemble image du chemin ~
opérateur laplacien 0%/0x2 + 0%/0y?
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1
INTRODUCTION : LE PLAN COMPLEXE

Exercice 1 o Réfléchir & ’énoncé suivant :
. . 8 . ) 0
Vo e R, 610 _ e2zrrﬁ _ <62m>§ — 137 = 1.

Exercice 2 o Cet exercice porte sur les propriétés élémentaires du logarithme complexe.
a. A-t-on Log(ab) = Log(a) + Log(b) pour tous a,be C\R_ tels que abe C\R_7?
b. A-t-on bLog(a) = Log(a®) pour tous a € C\R_ et b e C tels que a® € C\R_?
c. A-t-on Log(1/z) = —Log(z) pour tout z dans C\R_ ?
d. Etant'donné un nombre réel a, on note Dy, la demi-droite {re(™=®) :r > 0} et Ly : 2 +—
Log(e'®z) — ice. Montrer que c’est une détermination continue du logarithme sur C\Dy,.
Exercice 3 o Soit w = —1 44 et z = 3¢%™/3. Calculer Log(w), Log(z), Log(wz), Log(w/z).

Exercice 4 ¢ Que vaut i*?

Exercice 5 ® Soit ¢ : z > 271, Déterminer I'image par ¢ des ensembles suivants : I, la droite
réelle, la droite imaginaire, le cercle de centre ¢ et de rayon 1.

Exercice 6 ¢ Montrer que pour tout nombre complexe z, les égalités suivantes sont vérifiées :
| sin(z)[? = sin(PRe(2))? + sinh(Im(2))2.
| cos(2)[? = cos(PRe(2))? + cosh(Tm(z))2.

Exercice 7 o Trouver l'ensemble des solutions de I’équation cos(z) = a, ol a est un nombre
complexe fixé.

Exercice 8 o Décrire tous les zéros des six fonctions trigonométriques et hyperboliques.

Exercice 9 ® Soit k un entier supérieur ou égal a 2. Existe-t-il une fonction continue g : C* — C
telle que g(z)* = z pour tout nombre complexe z non nul ' ?
Exercice 10 ¢ Soit P un polynéme complexe de degré non nul n.

a. Soit U,, 'ensemble des racines n-émes de 'unité. Pour tout k£ € N, calculer ZCeUnH ¢k

b. Montrer que

[PO)] < sup [P(Q)].
CEUn+1

Exercice 11 e Caractériser les polyndémes complexes surjectifs.

Exercice 12 ¢ Trouver tous les nombres complexes z tels que 320 — 1/82°% + 3 = 0. Trouver
tous les nombres complexes tels que 22 + wz + ¢ = 0 (oil w, ¢ sont des nombres complexes).

Exercice 13 ¢ On pose S = {r € R? : |x| = 1}. 1l s’agit simplement de la sphére euclidienne
dans R3. On pose n = (0,0,1) le « pole Nord » de S et on note S* = S\{n}. On identifiera le
plan P = {(a,b,0) : a,b € R} au plan complexe C.
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a. Soit z € P. Montrer que 'unique droite passant par n et par z intersecte S* en un unique
point que l'on notera ¢(z).

b. Montrer que ¢ est en réalité une bijection de P dans S*, et trouver une formule explicite
pour son inverse p : S* — P, que 'on appelle projection stéréographique.

Exercice 14 o Soient H = {z € C: Jm(z) > 0} et f: H — C 'application définie par

z—1
1z) = 2+

a. Montrer que f(H) est inclus dans D = D(0,1).
b. Montrer que f établit une bijection entre H et D.

Exercice 15 o Soient 27, 29, 23, 24 quatre nombres complexes distincts. Leur birapport est le
nombre complexe défini par

(21 — 23)(22 — 24)

(21 — 24)(22 — 23)

[21722723724] =

a. Rappeler pourquoi trois nombres complexes distincts a, b, ¢ sont alignés si et seulement si
(a — b)/(a — ¢) est un nombre réel.

b. Montrer que quatre points distincts sont alignés ou cocycliques si et seulement si leur
birapport est un nombre réel.

c. Soient 61, 62, 63, 64 quatre cercles. Nous supposons que pour chaque paire de cercles consé-
cutifs, ces deux cercles se coupent en exactement deux points z;, w;, comme dans la figure
ci-dessous. Montrer que si les points z1, 22, 23, 24 sont cocycliques (cercle gras) ou aligneés,
alors il en va de méme pour les points w1, we, w3 et wy (cercle pointillé). C’est le théoréme
du sizieme cercle de Miquel.




I1
C-DERIVABILITE ET EQUATIONS DE CAUCHY-RIEMANN

Exercice 1 o Quelle est la dimension de C en tant que R-espace vectoriel 7 En tant que C-espace
vectoriel 7 En tant que Q-espace vectoriel 7
Exercice 2 o Dans cet exercice, on identifiera C a un R-espace vectoriel de base B = {1,1}.

a. Montrer que l'ensemble des éléments de .#5 2(R) de la forme

a —b
b a
forme un corps, que 'on nommera Mat(C), isomorphe a C.

b. Soit £ : C — C une application R-linéaire. Montrer qu’elle est C-linéaire si et seulement si
sa matrice dans la base B est un élément de Mat(C).

c. Soient a,b des réels et soit z = a + ib. On note z = re’ la décomposition polaire de z.

Montrer que
a —b\ (r 0\ [cos(f) —sin()
b a) \0 r)\sin(@) cos(d) )’
d. Soit f : C — C une application R-différentiable; on note P = Re(f) et Q = Jm(f). On

note Df(z) sa matrice jacobienne dans la base B au point z = x + iy. Montrer que f est
C-différentiable en un point z = x + 4y si et seulement si

opP 0Q oP 0Q
8?(2) = @(2) et @(z) = _87(2)' (IL1)

Exercice 3 o Soit f: C — C uen fonction R-différentiable. On note

of 1 <af . ,af> of 1 <af ,af>

0z 2\azr oy 0z 2\ox oy

a. Montrer que les opérateurs 0/0z et 0/0z sont linéaires et vérifient la régle de la dérivation
des produits.
b. Calculer 0f/0z et 0f/0z lorsque f(z) = 2™ et lorsque f(z) = z", pour n un entier positif.

c. Montrer que f est holomorphe si et seulement si 0f/0z = 0.

Exercice 4 ¢ En quels points de C les fonctions suivantes sont-elles C-différentiables ?

z
2241

Re(z) Jm(z) Els

Exercice 5 ¢ Soit f : C — C la fonction définie par f(z) = Re(z) + i(Im(z))?. Montrer que
f est R-différentiable et calculer sa différentielle. Existe-t-il un ouvert non vide 2 de C tel que f
est holomorphe sur €27

Exercice 6 e Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert connexe £2 de C. Montrer que les
assertions suivantes sont équivalentes.

a. f est constante.

b. f’ est identiquement nulle.

c. Ref est constante.



d. Jmf est constante.
e. f est holomorphe.
f. |f| est constante.
L’image d’une fonction holomorphe non constante peut-elle étre contenue dans un cercle 7 Dans

une droite ?

Exercice 7 o Soit f : 0 — C une fonction holomorphe sur un ouvert connexe 2, et soit
F € (R, R) une fonction réelle. On suppose que pour tout z dans €,

Ref(z) = F(mf(2)).
Montrer que f est constante.

Exercice 8 o Soient f,g: 2 — C deux fonctions holomorphes sur un ouvert connexe §2.

a. On suppose que, pour tout z dans Q, f(z) + @ est un nombre réel. Montrer qu’il existe
une constante réelle ¢ telle que f =g + c.

b. On suppose maintenant que g ne s’annule pas sur {2 et que, pour tout z dans €2, f(z)@
est un nombre réel. Montrer qu’il existe une constante réelle ¢ telle que f = cg.

Exercice 9 e Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert Q. On pose Q' = {Z : z € Q} et,
pour z dans ', on définit g(z) = f(Z). Montrer que g est holomorphe sur €.

Exercice 10 e Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert 2. L’opérateur laplacien est
l'opérateur différentiel défini par

02 02

T

ox?  0y?
Montrer que si f est une fonction de classe €2, alors Af = 4 aa;a]; . En déduire que pour toute
fonction f holomorphe (de classe 2), on a

AlfP(2) = 4lf (=)

Exercice 11 e Soit  un ouvert connexe de C, et fi,..., f, des fonctions holomorphes sur 2.
Montrer que si | f1|? + -+ 4 | fn|? est constante, alors toutes les fonctions f; sont constantes.

Bernhard Riemann (1826 - 1866).



ITI
FONCTIONS ANALYTIQUES

Rayon de convergence, développement en série entiére.

Exercice 1 e Montrer que le rayon R € [0,00] de convergence d’une série entiére ). a,z" est
donné par la formule suivante, dite formule de Hadamard :

1

_
lim sup |ay,|»
Exercice 2  Soit (¢y),>1 une suite de réels strictement positifs.

Cn+1
cn

. 1 .
a. Montrer que limsup,,_,, cn/ " < limsup,,_, ;o

il existe dans [0, +00], alors limy,— o0 (cp)

n

= /.

3=

b. En déduire que si £ = lim,,_, ;o

Exercice 3 o Donner le rayon de convergence de la série entiére ), -, a,2" quand :

— |
& an =1n(n); e. agpr1 = 0 et agy = %;
b. a, =In(1 +sin(1/n)); £ a, = ensin(n)|
c. agy = a® et agyr1 = BP0 < a < B; g an=(1+1+4 .+ %)ln(n)
d. an = 3ir; h. cos (%7 +6)".

Exercice 4 ¢ Montrer que si a, = \pb, avec A, = O(n®) pour un nombre réel «, alors le rayon
de convergence de Y a,z" est supérieur a celui de > b,2".

Exercice 5 ¢ Soit Y, a,z" une série entiére de rayon de convergence R. Quel est le rayon de
convergence de la série entiére Y. ah 2™, ol p est un entier naturel ?

Exercice 6 e L’objectif de cet exercice est de présenter le classique procédé de sommation
d’Abel et de Iappliquer & I’étude de la convergence de certaines séries.

a. (Transformation d’Abel) Soient (un)n>1 €t (vn)n>1 deux suites de nombres complexes. Pour
deux entiers naturels n et m, avec n plus grand que m, on pose V}i, = >/ vj. Montrer

que
n n—1
7 n
Z U;V; = 2 (uz — ui+1)Vm + uan.
i=m i=m

b. Soit (¢,)n>1 une suite décroissante de nombres réels positifs qui converge vers 0. Montrer
que la série > ¢, 2" converge si |z| < 1 et z # 1.

c. (Théoréme d’Abel) Soit (ay)n>1 une suite de nombres complexes telle que Y a,, est conver-
gente, de somme égale a S. Montrer que lim,_,;- > a,r™ = S.

Exercice 7 ® Donner le développement en série entiére des fonctions analytiques suivantes au
point demandé et donner le rayon de convergence de la série obtenue :

— f(2) = 25 en 0;
— g(2) = 3_122 en 3;

— h(z) =e*en 1.

. PR BN ! A N
Exercice 8 ¢ Montrer que le rayon de convergence de la série entiére > z™ est égal a 1. On
note f(z) la somme de cette série entiére lorsque z € D. Montrer que si § est un nombre rationnel,
alors lim,_,;— | f(re?™)| = +co.



Exercice 9 ® Sin est un entier naturel, on note d(n) le nombre de diviseurs de n.

a. Montrer que le rayon de convergence de la série entiére > d(n)z" est égal a 1. La somme
de cette série dans D est notée f(z); on l'appelle série de Lambert.

b. Montrer que pour tout z € D, on a l'identité suivante :

=3 %

n=1m=1

o0 Z’IL
n=11—z""

puis en déduire que f(z) =Y,

Exercice 10 o Soit (a,) une suite de nombres complexes qui posséde une limite /.
a. Trouver le rayon de convergence de la série entiére »; 92",

A . . — ©0]
b. Déterminer limg 107" > 0" ( 2o,

Exercice 11 e Soit P un polynome. Calculer le rayon de convergence et la somme de Y P(n)z".

Niels Henrik Abel (1802-1829).



18Y
FONCTIONS ANALYTIQUES

Propriétés des fonctions analytiques, fonctions spéciales.

Exercice 1  Soit f: C — C une fonction analytique. On pose f,.(8) = f(re').
a. Montrer que f, est une fonction de classe €' et 2m-périodique.
b. Calculer ses coeflicients de Fourier.

Exercice 2 o Déterminer les fonctions analytiques f sur D qui vérifient f(1/n) = 1/n? pour
tout entier naturel non nul n.

Exercice 3 e Soit }, ~a,2" une série entiére de rayon de convergence R et de somme f(2).
On se fixe un réel strictement positif r < R.
1 (27 i0)[2,79 — S0 2,.2n
a. Montrer que 5- \J" [f(re’)|2d0 = >, ¢ |an|“r".

b. En déduire que, pour tout n € N, |a,[r" < max,—, |f(2)]. Montrer que sl y a égalité pour
un entier n, alors f(z) = a,2" pour tout |z| < R.

c. Montrer que si |f| est maximal en 0, alors f est constante.

Exercice 4 o Soit f une fonction analytique sur D.

a. On suppose qu’il existe une suite de réels distincts a,, dans [—1/2,1/2] tels que f(ay,) soit
réel pour tout entier n. Montrer que pour tout z dans D, on a f(z) = f(z).

b. On suppose de plus que la suite (a,) est décroissante, converge vers 0 et vérifie f(agpt1) =
f(a2p) € R pour tout p. Montrer qu’alors f est constante .

Exercice 5 ¢ Soit f une fonction entiére.

a. On suppose que f(z+ 1) = f(z + i) = f(z) pour tout nombre complexe z. Montrer que f
est constante.

b. On suppose que la partie réelle de f est bornée. Montrer que f est constante.

c. On suppose qu'il existe une constante ¢ et un entier positif p telle que |f(2)| < ¢(1 + |z])?
pour tout nombre complexe z (on dit que f est & « croissance sous-polynomiale ») . Montrer
que f est un polynéme de degré au plus p.

Exercice 6 o Soit f une fonction entiére vérifiant la propriété suivante : pour tout nombre
complexe z, il existe un entier n, tel que f(")(z) = 0. Que dire de f?

0 (_1)n+1

Exercice 7 ¢ Montrer que I'expression f(z) = >~ =

(z — 1)™ définit une fonction f
vérifiant 'équation e/(*) = 2 sur le disque D(1, 1).

Exercice 8 o Calculer 1 — % + % — % + -

Exercice 9 ¢ Pour tout nombre entier n, on pose

z ) n+2k

5
)= 2 G

a. Calculer le rayon de convergence de J,.

"9PNIUIP D] TS JOUUOSIDL © IUPUT



b. Montrer que J,, est solution de I’équation de Bessel :
1 2
e+ of+ (1—”2)f:o.
z z

Exercice 10 o L’objectif de 'exercice est d’étudier les fonctions tan et arctan complexes.
a. Montrer que la fonction tan = sin/cos est bien définie et analytique sur C\A, ot A =

/2 + 7.
b. Soient B = {it : t e R, |t| = 1} et U = C\B. Montrer que la formule
1+1iz
wlz) = 1—1iz

définit un biholomorphisme® ¢ entre U et C\R_. Calculer sa réciproque.
c. Montrer que la fonction f : U — C définie par

f(2) = Q%Log (1 —i—iz)

1—1z

vérifie tanof = Idy. En déduire que f est une extension analytique de la fonction arctan-
gente usuellement définie sur R.

d. Montrer que pour tout z € D, on a

f(Z) _ i (_1 n22n+1.
n=0

)
2n+1
Exercice 11 o Calculer 1—%+%—%+%—ﬁ+---
Exercice 12 ¢ Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N.
a. Montrer que la fonction (z) = E[2X] est analytique dans .
b. Calculer ¢ lorsque X a pour loi Poisson(c), Binomiale(n, p) ou Uniforme({1,...,n}).

c. Calculer les dérivées de la fonction .
d. Calculer la limite de ¢(t) et de ¢'(t) lorsque t — 1.

Leonhard Euler (1707-1783).

3. Rappel : un biholomorphisme entre deux ouverts est une application holomorphe, bijective entre ces deux
ouverts, et dont 'inverse est holomorphe.
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FONCTIONS ANALYTIQUES

Prolongement, logarithmes, chemins.

Exercice 1 ¢ Pour tout z € C*, on pose

f(z) =

z
er —1°

a. Montrer que f se prolonge en une fonction holomorphe au voisinage de 0. On écrit son
développement de Taylor en 0 sous la forme

fle) = 3 e

n=0 "'
Les nombres B,, sont appelés nombres de Bernoulls.

b. Calculer By, B; puis montrer que pour tout n > 1 on a Zz;é (Z)Bk = 0. En déduire que
les B,, sont rationnels.

c. Montrer que 15 = —1 + Zcotan(iz/2), ol cotan := cos/sin et z ¢ {2kir : k € Z}. En

déduire que pour tout n > 0, Bop 1 = 0.

Exercice 2 ¢ On pose U = {z € C: ™) < Jm(z) < 27 + ™)} et V = C\.7, ou .7 est la
spirale définie par . = {te' : t > 0}. Vérifier que U,V sont ouverts, puis montrer que exp est
une bijection de U dans V. En déduire qu’il existe une détermination continue du logarithme sur
V.

Exercice 3 e L’objectif de cet exercice est de redémontrer des résultats classiques du cours sur
les logarithmes.

a. Soit a € C* et soit ¢ un logarithme de a. Vérifier que la fonction

a0 n+1 n
(=)t (z—a>
Ly:z—c+ Z
“oon a

est une détermination analytique du logarithme dans D(a, |a|).

b. Soit U un ouvert connexe de C.

(a) Montrer que si L et L sont deux déterminations continues du logarithme sur U, alors
Ly — Lo = 2kim pour un entier k.

(b) Soit ¢ : U — C une fonction continue qui vérifie exp{{(z)} = z pour tout z dans U.
Montrer que £ est analytique dans U.

(c) Montrer que ¢'(z) = 1/z.

Exercice 4 o Soit Log la détermination principale du logarithme.

a. Montrer qu’il existe une fonction g analytique sur le disque D(0,1) telle que
VzeD(0,1), Log(l+ z)=z+ 2%g(2).
b. En déduire que la suite de fonctions (f,,) définies par
Z\ "N
fn(z) = (1 + E)

converge uniformément sur tout compact de C vers la fonction exp.



Les exercices suivants portent sur 'intégrale de chemin. Lorsque z est un nombre complexe, la
notation € (z,r)" désigne le lacet qui décrit le cercle de centre z et de rayon r, paramétré dans
le sens direct, ¢’est-a-dire 0 € [0, 1] — z + rexp(2in0).

Exercice 5 ® Soit v le chemin ¢ — ¢, ou t décrit [0, 7/2]. Calculer . %.

Exercice 6 o Calculer 'intégrale de chemin

1
f sz
€(0,1)+ #

ou n est un entier relatif. En déduire qu’il n’existe aucune détermination analytique du logarithme
sur un ouvert contenant T.

Exercice 7 ® Soit v : [0,1] — C un chemin de classe €' par morceaux. Montrer que

N¢
longueur(y) = sup 31 [1(t+1) = (8]
i=1
ou le supremum porte sur 'ensemble des subdivisions finies de [0, 1], ¢’est-a-dire les suites finies
t = (t1,...,tN,) avec N¢ un entier positif et 0 <t <ty <--- < ty, < L.

Exercice 8 e Existe-t-il des chemins 7 : [0,1] — C de classe ! par morceaux, mais qui sont
de longueur infinie ?

Exercice 9 ¢ Soit v : [0,1] — C un chemin de classe €' par morceaux et soit f une fonction
continue sur 'image de . On pose f*(z) = f(z). Montrer que

L F(2)dz — L F*(2)dz.

J f(z)dz = —J Lj)dz.
€(0,1)+ Nt #

Exercice 10 ¢ On considére une fonction continue f : D — C. Montrer que si f est C—dérivable
en 0, alors

Montrer également que



VI
INDICE ET FORMULE DE CAUCHY

Exercice 1 o Soient 71,72 : [0,1] — C* deux lacets de classe €. On pose (t) = 71 (t)V2(1).
Montrer que
Indice(0,y) = Indice(0,v1) + Indice(0, v2).

Exercice 2 o Soient a,b deux nombres réels positifs et soit «y : [0,27] — C le chemin défini par
v(t) = acos(t) + tbsin(t) ; il s’agit du paramétrage d’une ellipse.
a. Calculer I'indice de tout point de C\{vy) par rapport a ~.

b. En déduire l'identité suivante :

[
o aZcos(t)2 +b2sin(t)2  ab’

Exercice 3 ¢ On définit un chemin v : [0,27] — C par y(t) = e*(cos(t)? + 1)2. Calculer
I'intégrale suivante :

J cosh(1 + zQ)eSinh(ZLeiz)dz.
”

Exercice 4 ¢ Montrer que la fonction f : z — —— n’admet pas de primitive holomorphe sur
zZe—=z

Pouvert @ ={ze C:0 < |z] < 1}.

Exercice 5 o Soit 2 un ouvert connexe de C.

a. Soit f une fonction continue dans €2 et holomorphe dans Q\R. Montrer que f est holomorphe
dans Q.

b. On suppose maintenant que {2 est symétrique par rapport & l'axe des réels et on note
Q4 = {zeQ:Im(z) > 0}. Soit une fonction f continue dans Q4 u (2 n R), holomorphe
dans €, réelle dans 2 N R. Montrer que f admet une unique extension holomorphe & 2.

Ce dernier résultat est connu sous le nom de principe de réflection de Schwarz.

Exercice 6 ¢ Calculer les intégrales :

e dz
j —dz et f -
€co,0)+ # %(0,2)+ 2 +1

Exercice 7 ¢ On définit une fonction f sur C\R_ par

_ Log(2)

fle) = =22

siz#1 et f(1)=-—1.

a. Montrer que f est holomorphe.

b. Pour € €]0,1[, on note D, = {z € C: |z — 1| < 1, |2| = &}. Soit 7. un paramétrage de JD,
dans le sens direct. Calculer § f (z)dz.

c. En déduire la valeur de I = Xg/ ?In (cos §) d6.

Exercice 8 o L’objectif de cet exercice est de calculer la valeur de l'intégrale

(o) := JOO e—itdt

o t¢

lorsque « est un nombre complexe vérifiant Re(a) €]0, 1[.



. Vérifier que la fonction f : z — €*2~ est holomorphe sur C\R_.

b. On fixe e > 0 et R > ¢, et on définit un lacet « par concaténation de quatre chemins ~;,

i€ {1,2,3,4}, ou 7y est le segment [e,R], 72 est arc de cercle joignant R a iR, 3 est le
segment [iR,ic] et y4 est I'arc de cercle joignant ie & . Montrer que Sv f(z)dz = 0.

. Montrer que, lorsque ¢ — 0 et R — 400, on a

(2)dz — 1, et (z)dz — —e(l_a)%rI‘(l - a).
" 73

. Montrer que Sw f(z)dz et 874 f(2)dz tendent vers 0 lorsque ¢ — 0 et R — 0, puis en
déduire .
I(a) = "2 D(1 — ).

En déduire la valeur des célébres intégrales de Fresnel,

o0 Q0
J cos(t%)dt et f sin(t?)dt.

0 0

Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857).



VII
SUITES, SERIES ET INTEGRALES DE FONCTIONS ANALYTIQUES

Exercice 1 ¢ Soit f une fonction holomorphe sur D qui s’annule en 0.

a. Montrer que la série >}, f(2") converge uniformément sur tout compact de D vers une
fonction holomorphe g.

b. Calculer le développement en série entiére de g autour de 0, en fonction de celui de f.

Exercice 2 e Soit f une fonction continue & support compact sur R. On s’intéresse & sa
transformée de Fourier f, définie pour z € C, par

A~

1 e 1Tz
f(z) = NG J_w f(z)e™da.

a. Montrer que f est une fonction entiére.

b. Que dire d’une fonction continue & support compact dont la transformée de Fourier est
continue & support compact 7

c. Que dire de deux fonctions f, g continues & support compact telles que f*xg=07

Exercice 3 o Soit 2 un ouvert de C. On s’intéresse a 1’espace de Hardy
H(Q) = {f e 0(Q): f |f(2)]?dx < —i—oo}7
Q

1
muni de la norme L? usuelle : | f]i2q) = (5 [f*)2.

a. Soit K un compact dans 2. Montrer qu’il existe une constante ck telle que

VfeH(Q), Slép|f\ < ek || fll2 @)

b. Montrer que (F(€2), [.[r2(q)) est complet.
Exercice 4 ¢ Dans cet exercice, on étudie la fonction Gamma d’Euler :

+a0
I(z) = f t* e tdt.
0

a. Montrer que I" est bien définie et holomorphe sur {z € C: Re(z) > 0}.

b. Montrer que si Re(z) > 0, on a I'(z + 1) = 2I'(z). En déduire que I" se prolonge en une
fonction holomorphe sur {z € C: Re(z) > —1 et z #= 0}.

c. En déduire par récurrence que I' se prolonge en une fonction holomorphe sur I'ouvert

C\{0, -1, -2,...}.

Exercice 5 o L’objectif de 'exercice est d’étudier la fonction zeta de Riemann :

(=Y, o
n=1

a. Montrer que ¢ est bien définie et holomorphe sur {z € C : Re(z) > 1}.



b. Notons E(t) la partie entiére d’un réel ¢. Montrer que 'intégrale & paramétre

G(z) = fﬂo ﬂdt

1 tz+1

définit une fonction holomorphe sur {z € C : Re(z) > 0}.

n+1 d¢
n t* -

c. Pour n € N* et Re(z) > 0, on pose I,(z) = §

FH t —E(t)

Montrer que

s dt =1,(z) —nl,(z + 1).

n

d. Montrer que si Re(z) > 1, on a

C(2) = —— 41— 2G(2).

z—1

e. En déduire que ¢ se prolonge en une fonction holomorphe sur {z € C\{1} : Re(z) > 0}.

Exercice 6 ¢ Soient ) un ouvert connexe de C et f une fonction holomorphe sur €2 telle que
f(2) est un compact inclus dans Q. On veut montrer que la suite des itérées de f converge vers
une fonction constante.

a. Veérifier que, pour tout n € N*, f,, := fo--.0 f est bien définie et holomorphe sur €.
| S

n fois

b. Montrer que L := ("), .+ fn(Q) est compact.

c. Montrer qu’il existe une sous-suite (fy, ) de (f,) qui converge uniformément sur tout com-
pact de €2 vers une fonction g € O(Q).

d. Montrer qu’alors ¢g(€2) = L.
e. En déduire que L = {a} pour un certain a € C.

f. En déduire que la suite (f,,) converge uniformément sur tout compact vers la fonction
constante égale 4 a.



VIII
PRINCIPE DU MAXIMUM

Exercice 1 ¢ Soit f une fonction holomorphe sur H, continue et bornée sur 'adhérence H de
H. On note M le supremum de |f| sur 0H. On veut montrer que f est encore bornée par M sur
le demi-plan supérieur H.

a. Montrer que si f(z) — 0 lorsque |z| — o0, alors f est bornée par M sur H.
fr(2)

i+z

b. Dans le cas général, étudier la fonction g : z — ol n est un entier naturel, et montrer

que f est toujours bornée par M sur H.

Exercice 2 e Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert connexe de C. Le module de f
peut-il admettre un minimum local 7

Exercice 3 e Soit f une fonction holomorphe non constante dans . On suppose que pour
tout z dans D, le nombre complexe f(z) est encore dans . On suppose en outre que f s’annule
a lorigine.

a. Montrer que la fonction g : z — f(z)z~! est holomorphe dans D.

b. Soit r €]0, 1[. Montrer que pour tout z dans D(0,7), on a |g(2)| < r~!, puis en déduire que
pour tout z dans D, on a |f(z)| < |z
c. Montrer que s’il existe un nombre complexe zp non nul tel que |f(zy)| = |20, alors f est

une rotation.

Ce résultat important est le lemme de Schwarz.

Exercice 4 ¢ Une fonction f : D — C est dite unitaire si elle est holomorphe sur I, continue
sur D, et si pour tout z de module 1, son image f(z) est encore de module 1.

a. Soit f une fonction unitaire non constante. Démontrer que f ne s’annule qu'un nombre fini
de fois, et que pour tout z dans D, son image f(z) est aussi dans D.

z—a
l—az

b. Prouver que si a est dans I, la fonction &, : z — est unitaire.

c. Prouver que les fonctions unitaires sont, & une constante multiplicative prés, les produits
finis de fonctions de type &,, ou a est dans D.

Exercice 5 ¢ Questions autour du principe du maximum.

a. Soit f une fonction holomorphe sur D, non constante, continue sur D et qui est de module
constant sur dD. Montrer que f s’annule sur .

b. Soit f une fonction holomorphe sur D, continue sur D et dont la partie réelle est constante
sur dD. Montrer que f est constante.

c. Soit f une fonction holomorphe sur D, continue sur D, réelle sur 0D. Montrer que f est
constante.

d. Soient f et g deux fonctions continues sur I, holomorphes dans ID, qui ne s’annulent pas,
et telles que |f(2)] = |g(z)| sur dD. Montrer que f = Ag pour un certain A € C de module
1. Est-ce encore vrai si f et g peuvent s’annuler ?

Exercice 6 ¢ Soit f une fonction holomorphe dans ID. On va montrer qu’il n’est pas possible
que limy, ;- |f(2)] = +c0.
a. On suppose dans un premier temps que f ne s’annule pas. En raisonnant sur la fonction
holomorphe f :=1/f, montrer que 1/f(0) = 0 et aboutir & une contradiction.



b. On suppose maintenant que f s’annule dans .

(a) Montrer qu’il existe un polynéme P € C[z] et une fonction holomorphe g qui ne
s’annule pas tels que pour tout z € D, on a f(z) = P(2)g(z).

(b) Conclure.

Exercice 7 e Soit f une fonction entiére qui s’annule en 0. Soit » > 0. On fixe un réel
m > sup{Re(f(2)) : z € D(0,2r)}. On définit une fonction g : D — C par

f(2ru)

9(u) = 2m — f(2ru)’

a. Montrer que g est bien définie et holomorphe sur D.
b. En utilisant le lemme de Schwarz, montrer que |g(u)| < |ul.

c. Démontrer linégalité de Borel-Carathéodory : pour tout 2’ € D(0,r),

|f(2)] < 2sup{Re(f(2)) : z € D(0,2r)}.

Hermann Schwarz (1843 - 1921).



IX
HOMOTOPIES ET BIHOLOMORPHISMES

Exercice 1 o Soient deux lacets 1,2 dans C*, vérifiant ’hypothése suivante :

Vte [0,1], [yi(t) — )] <|n®)| + ()

Montrer que ces deux lacets sont homotopes dans C*.

Exercice 2 ¢ Montrer que tout lacet dans un ouvert U est homotope dans U & un lacet €°.

Exercice 3 e Pour tout t € [0,1], soit &, > 0 un réel strictement positif. L’ouvert défini par
D = u:D(t, &) est-il simplement connexe ?

Exercice 4 ¢ L’objectif de cet exercice est de donner une preuve topologique du théoréme
de D’Alembert-Gauss. Supposons donc qu’il existe un polynoéme complexe P de degré n > 1
et ne s’annulant pas. Quitte & diviser P par une constante, on suppose méme que le coefficient
dominant de P est 1.

a.

C.

Pour r > 0, on paramétre le cercle de centre r par v(t) = re®, avec t € [0,27]. Montrer
que le lacet P o est homotope au lacet constant égal & P(0) dans C*.

. Montrer que, si r est assez grand, P o~y est homotope au lacet v dans C*. Indice : utiliser

un exercice précédent.

En déduire deux calculs contradictoires de I’indice de P oy par rapport a 0.

Exercice 5 ® L’objectif de l’exercice est de montrer que les lacets dans C* sont caractérisés (a
homotopie prés) par leur indice par rapport & 0. Soit donc « : [0,1] — C* un lacet.

a.
b.

Montrer que 7 est homotope & o = /|| dans C*.

Montrer qu'il existe une subdivision 0 = tg < t; < --- < ty = 1 de [0, 1] telle que pour
0<k<N-—1,0nao([tg,tr+1]) < D(o(tr),1).

Montrer que, pour 0 < k < N — 1, il existe des fonctions continues 0 : [tg,tx+1] — R
telles que

— Vte [th,tri], oft) = ),

— Opy1(thg1) = Op(thgr)-

En déduire qu’il existe un entier n et une fonction continue 6 : [0,1] — R tels que pour
0<t<1,a(t)=e? et 6(1) = 6(0) + 2nm.

Soit 7y, (t) = €™ (0 < t < 1, un paramétrage du cercle parcouru n fois. Déduire de ce qui
précéde que vy est homotope a -, dans C*.

Montrer que deux lacets de C* sont homotopes si et seulement si ils ont méme indice par
rapport a 0.

Exercice 6 o L’objectif de 'exercice est de déterminer tous les biholomorphismes du disque

unité.

a.

b.

Soit f une fonction holomorphe sur D(0,1) telle que f(0) = 0 et |f(z)] < 1 pour tout
z € D(0,1).

(a) Rappeler le résultat du lemme de Schwarz.

(b) Montrer que |f'(0)] < 1, et que si |f'(0)| = 1, alors f est une rotation.

Montrer que les fonctions Eq : 2z — =, ott a € D(0, 1), sont des biholomorphismes de

D(0,1), de réciproque E_,. On appelle les fonctions E, les fonctions de Blaschke.




¢. En déduire que tout biholomorphisme du disque unité est de la forme pE,, ot p est une
constante de module 1 et a € D(0,1).

Exercice 7 ¢ En considérant le chemin 7. g dessiné ci-dessous et la fonction f : z +— e )z,
démontrer ’égalité suivante :
JOO sin(t) A

ot 2

/N

—R —€ 5 R

Exercice 8 ¢ Soit f : C — C un biholomorphisme tel que f(0) = 0.

a. Montrer que g : z — f(1/z) est holomorphe sur C*, avec un pole en 0 (on monirera que
les autres types de singularités contredisent les hypothéses).

b. En déduire qu’il existe une constante ¢ et un entier naturel m tels que pour tout z € C,
|f(2)] < c(1+|z])™. En déduire que f est un polynéme.

¢. Quels sont les polynémes complexes bijectifs 7

d. En déduire que les biholomorphismes de C sont de la forme z — az + 5, avec a € C* et

B eC.

Exercice 9 ¢ On dit qu’une fonction entiére f est de type exponentiel s’il existe une constante
C telle que pour tout z, on a |f(z)] < €“P*l. Soit f une fonction de type exponentiel qui ne
s’annule pas et telle que f(0) = 1.

a. Montrer qu’il existe une fonction entiére g telle que f = exp(g).
b. En utilisant I'inégalité de Borel-Carathéodory, en déduire que f(z) = €% pour un certain
aeC.

Exercice 10 e Soit f une fonction entiére telle que f o f = exp.

a. Montrer qu’il existe une fonction entiére g telle que f = e9.

b. En déduire que f est injective et aboutir & une contradiction.
On vient de démontrer le théoréeme de Thron : il n’y a pas de fonction entiére telle que fof = exp.
Exercice 11 e Le théoréme de représentation conforme de Riemann dit que pour tout ouvert

U non vide simplement connexe de C et distinct de C, il existe un biholomorphisme entre U et

D.
a. Pourquoi le cas U = C a-t-il été exclu?
b. Trouver explicitement un biholomorphisme entre D et H.

. Trouver explicitement un biholomorphisme entre H et NE = {z : Re(z) > 0,Im(z) > 0}.

e

o,

. Trouver explicitement un biholomorphisme entre D et D n NE.



X
SINGULARITES ET RESIDUS

Exercice 1 e Soit f une fonction entiére. Pour tout z non nul, on pose g(z) = f(1/z). Vérifier
que g posséde une singularité en zéro. Décrire le type de singularité de g en fonction de f.

Exercice 2 o Soient f,g deux fonctions entiéres telles que pour tout z, on a |f(z)| < |g(2)].
Montrer que f et g sont proportionnelles.

Exercice 3 ¢ Montrer que f : z — Zgjj; admet des développements en série de Laurent

dans les anneaux A(0;0,1), A(0;1,2) et A(0;2,+00). Les calculer.

Exercice 4 ¢ Pour chacune des fonctions suivantes, étudier les singularités et calculer les

résidus. )

e” 3 . 1 e: sin(2z) 1 N 2

—_ 2°sin — —exp|z+-=
(z+1)3(z —2) 22 1—2 24 2 P z

Exercice 5 o a. Montrer que S‘Z|:2 % = 0 (on pourra déformer le cercle vers l’infini).

17
z 1dz.

b. Calculer de méme S‘Z|:3 (G e

Exercice 6 ¢ On pose f,(z) = m, ol n est un entier naturel.
a. Etudier les singularités de f,,.

b. Calculer I,, = S(@,)(O 1)+ fn(z)dz pour n = 0,1, 2.

Exercice 7 ¢ Soit a¢ > 1. En intégrant une fonction judicieusement choisie sur le cercle unité,

montrer que
21
1 2
J dt=
o a+sin(t) a2 —1

Exercice 8 o Soit f une fonction intégrable sur R et soit ¢ sa transformée de Fourier, définie
par p(z) = { f(t)e ™!dt. On pose H = {IJm(z) > 0} et on suppose que f se prolonge en une
fonction holomorphe dans un voisinage de H\S, ou S est une partie finie de H.

a. On suppose que |f(z)| — 0 lorsque |z| — o0. Montrer que si z < 0,

o(x) = 2im Z Rés(f(2)e "% a).

b. En déduire que pour tout z,

JOO cos(act)dt _ Tl
0 141t 2

Exercice 9 e Soit f une fraction rationnelle de degré inférieur ou égal & —2. Soit S ’ensemble
de ses poles. Montrer que Y, o Rés(f,s) = 0.

seS

Exercice 10 ¢ Pour tout « €]0, 1[, on définit une fonction f, par

1
Vze C\Ry,z # —1, fa(2) = o +2)

ou l'on a choisi 2* = e*“(®) avec L : C\R; — R + i]0,2x[ la détermination secondaire du
logarithme. On note I'; g le chemin dessiné ci-dessous.



a. Montrer que
J fo(2)dz = 2ime™™e,
FE,R

b. On pose I, = §’ mdt. Montrer que

et en déduire

JOO L i
o t(1+1) sin(ma)’

c. Démontrer la formule des compléments : pour tout z qui n’est pas un entier,

M)l —2) =

Exercice 11 o Soit F une fraction rationnelle qui n’a pas de poles réels, et de degré d < —2.
On note P(f) 'ensemble de ses poles.

a. Verifier que § f(t)dt < o0.
b. Soit R > 0 et 4R le bord du compact Ky = D(0,R) n H. Montrer que

L fe@dz= S Res(fw).

2im TR weP(f)nKum

c. En déduire que
f fidt= Y 2inRes(fw).
R weP(f)nH

Exercice 12 ¢ Soit ( un nombre complexe non nul. On pose f(z) = 1/(z"

I’ensemble des racines n-émes de o.

— «) et on note V

a. Montrer que pour tout { € V, on a [ [ (§ — () = nén 1L,
b. Calculer Rés(f, () pour tout ( € V.

c. En utilisant ’exercice précédent, démontrer que si n > 0 est pair, on a

© o1 27
dt = — .
_pt"+1 nsin(w/n)



XI
EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Cette derniére feuille rassemble une vingtaine d’exercices portant sur ’ensemble du thémes
précédents, ainsi que quelques exercices utilisant les théoréme de Montel et de Rouché, qui n’ont
pas été vu en cours.

Exercice 1 ¢ Une fonction réelle v : © — R sur un ouvert Q de R? est dite harmonique si elle
est de classe €2, et si elle vérifie Au = 0, ou

= —+—.
or?  0y?
Montrer que les fonctions harmoniques sont les parties réelles des fonctions holomorphes.

Exercice 2 ¢ Montrer que >, | Z;il ﬁ < 40 si et seulement si a > 2.
Exercice 3 ¢ Soit U = {z € C: |fRe(z)| < 1}. Montrer qu’il existe exactement deux fonctions
f € O(U) telles que, pour tout z € U, f(2)? = 2% — 1.

Exercice 4 ¢ Soit f une fonction holomorphe sur D(0, 1). On dit que f est réguliére en un point
¢ € @D(0,1) 'l existe une fonction holomorphe f définie sur un voisinage de ¢ et qui prolonge
f-Si f n’est pas réguliére en ¢, on dit qu’elle y est singuliére.

Soit Y ag, 2 une série entiére, ott n +— kj, est une suite strictement croissante d’entiers. On
dit que cette série est lacunaire s’il existe un § > 0 tel que pour tout n, kyy1 > (1 + 9)k,.

L’objectif de cet exercice est de démontrer le théoréme suivant, appelé théoréme des lacunes
de Hadamard : soit Zaknzk" une série lacunaire de somme [ ; alors, f est singuliére en chaque
point du bord de son disque de convergence. Pour démontrer cela, on se donne une série lacunaire
> ay, 2¥n de somme f, de rayon de convergence 1. On suppose dans un premier temps que f est
réguliére en 1.

a. Soit m > 1 un entier. On pose g, (2) = f(2"(1 + 2)/2). Montrer que g,, se prolonge en
une fonction holomorphe dans un voisinage de D(0, 1). En déduire que le développement
en série entiére Y, b,z" de g, autour de 0 a un rayon de convergence r > 1.

b. Soit m un entier tel que 6~ < m. Montrer que pour tout n, on a mk,y1 > (m + 1)k,.
c. Calculer by, 4k, /2]
1
d. En déduire que lim sup |bn\711 > limsup |ag, | ¥~ , puis montrer que f ne peut pas étre réguliére
en 1.

e. Montrer que pour tout ¢ € 0D(0,1), la fonction f est singuliére en (.
Exercice 5 ® Soit f(z) = > a,z" une série entiére de rayon de convergence 1. On suppose
que les a, sont des réels positifs. Montrer qu’il n’existe aucun voisinage de 1 sur lequel on peut
prolonger f en une fonction holomorphe sur ce voisinage (théoréme de Pringsheim).
Exercice 6 e Soit f une fonction entiére non constante.

a. Montrer que si 'image de f n’est pas dense dans C, il existe un nombre complexe w et un
réel 6 > 0 tel que D(w, §) ne rencontre pas 'image de f.

b. En déduire que I'image de f est dense dans C.

Exercice 7 e Soit f : H — C continue, holomorphe dans H et nulle sur 0H. Montrer que f est
nulle.



Exercice 8 ¢ Soit € un ouvert non borné et f : O — C une fonction continue, holomorphe
dans €2, et bornée sur 0.

a. f est-elle toujours bornée ?
b. Montrer que si |f(z)| — 0 lorsque |z| — oo, alors

sup|f(2)| = sup [f(2)].

2eQ 2€082

c. On pose U = {z € C : Re(z) > 0}. Soit g : U — C une fonction continue, bornée sur U,
telle qu'’il existe ¢ > 0 et « € [0, 1] tels que

@

Vze U, l9(2)] < cel!”.

Pour tout ¢ > 0 et 3 €]a, 1[, on définit une fonction g. : U — C par g-(2) = g(z) exp(—e(1+
2)P).

(a) Montrer que g. est bien définie, puis que |ge(2)| — 0 lorsque |z| — 0.

(b) En déduire que g est bornée sur U et que

sup |g(2)| = sup |g(z)|.
=ty z€08)

Ce dernier résultat est un cas particulier du principe de Phragmén-Lindeldf.

Exercice 9 ¢ On pose Q = {z € C:0 < Re(z) < 1}. Soit f : @ — C continue, bornée sur Q,
et holomorphe dans Q. Pour tout z € [0, 1], on pose M, = sup;eg |f(x + it)|. Montrer que pour
tout z € [0,1] on a

M, < My *M7.

Clest le théoréme des trois droites de Hadamard ™.
Exercice 10 ® Soient r; < 1y et Q = {z € C:r < |z| < m}. Soit f: @ — C continue et

holomorphe dans Q. Pour tout r € [r1, 2], on pose M, = supy,|_, | f(2)|. En utilisant le théoréme
des trois droites de Hadamard, montrer que pour tout r € [r1,72], on a

M, < M? M
ou @ est I'unique réel de [0,1] tel que In(r) = (1 —0)In(r1) + 01n(re). C'est le théoréme des trois

cercles de Hadamard.

1

z—a’

Exercice 11 o Soit Q un ouvert borné de C et a € 2. On pose f(z) =

a. Montrer que f est holomorphe dans un voisinage de 052.
b. (a) Soit p une fonction continue sur et holomorphe dans  telle que

sup |f(z) —g(z)| < ¢
z€08)

pour un certain ¢ > 0. Montrer que pour tout z € Q, on a |(z — a) f(z) — 1| < de ou
d = supyq |z — al.

(b) En déduire que f n’est pas limite uniforme sur 0Q de fonctions continues sur 2 et
holomorphes dans 2.

c. Soit K un compact de C et f holomorphe dans un voisinage de K.
(a) Est-il toujours vrai que f est limite uniforme sur K de polynomes?
(b) Et si K est un disque fermé?

4. Indice : pour tout ¢ > 0, la fonction z — exp(ez?) tend vers 0 lorsque |z| — co. On pourra utiliser ce fait
et un exercice précédent...



Exercice 12 e Soient f, g deux fonctions entiéres telles que fg est a valeurs réelles. Montrer
que f = Ag pour un certain \ € R.

Exercice 13 ¢ Soit 2 un ouvert connexe. Que dire d’une fonction holomorphe f : 2 — Q telle

que fo f=f7

Exercice 14 e Soit H = {z € C : Jm(z) > 0} et soit f : H — C une fonction holomorphe
bornée. On suppose que limy_,o f(it) = 0. Soit (¢,) n’importe quelle suite de réels strictement
positifs telle que ¢, — oo lorsque n — 0. Pour tout z € H, on pose f,(z) = f(tnz).

a. Montrer que l'on peut extraire de (f,) une sous-suite convergent uniformément vers les
compacts.

b. Montrer que si une sous-suite de (f,) converge uniformément sur les compacts vers une
fonction g, on a g = 0.

c. En déduire que pour tout z € H, on a limy_,o, f(tz) = 0.
Exercice 15 ¢ Soit f, : D(0,1) — D(0,1) des fonctions holomorphes. On pose U = {z €

D(0,1) : la suite (fn(z)) converge}. Montrer que si U a un point d’accumulation dans D(0, 1),
alors la suite (f,) converge uniformément sur les compacts vers une fonction f.

Exercice 16 o Une partie H de C est dite effagable si elle est compacte et qu’elle posséde la
propriété suivante : toute fonction f : C\H — C holomorphe et bornée est constante.

a. Les singletons sont-ils effagables?
b. Montrer qu'un ensemble possédant un intérieur non vide n’est pas effacable.
c. Montrer que si H est effacable, son complémentaire est connexe.

d. Montrer qu’une réunion finie d’ensembles effacables est encore effacable.

Exercice 17 ¢ Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
— H est effagable.
— Pour n’importe quel ouvert U contenant H, toute fonction holomorphe et bornée sur sur
U\H s’étend en une unique fonction holomorphe sur U.

Exercice 18 ¢ On va montrer dans cette question qu’une réunion dénombrable d’ensembles
effacables qui est compacte est effacable. Soit (H,) une suite d’ensembles effagables. On pose
H = UH,, et on suppose que H est un compact.

a. Soit f une fonction holomorphe sur C\H qui est bornée. Soit Q le plus grand ouvert ’ sur
lequel f s’étend en une fonction holomorphe. On suppose que Q # C et on pose E = C\{.
Montrer qu’il existe un n tel que H,, n E est d’intérieur non vide dans E.

b. En déduire I'existence d’un ouvert U de C tel que U E c U n H,,.

¢. Montrer que f s’étend en une fonction holomorphe bornée sur I'ouvert Q2 U U, puis conclure.
Exercice 19 ¢ Un ensemble totalement déconneclé si ses composantes connexes sont des sin-
gletons. Soit H un ensemble et soit U < H une de ses composantes connexes.

a. Si U n’est pas réduite & un point, montrer qu'il existe une application conforme de C\U
dans D (indice : application conforme et sphére de Riemann).

b. En déduire que H n’est pas effacable.

On a montré que les ensembles effacables sont totalement déconnectés.

5. Au sens de l'inclusion ; 'existence d’un tel ouvert est assurée par le lemme de Zorn.



On rappelle que la dimension de Hausdorff sur C se construit de la facon suivante. Soit A
une partie de C. Pour tout s = 0 et § > 0, on pose

57 (A) = inf {Z diam(A;)® :,Aj < C} .

Acl; A
dlam(A )<6

La mesure de Hausdorff de dimension s de A est définie par

H5(A) = lim A5 (A).

Enfin, la dimension de Hausdorff de A, notée dim_(A), est I'unique nombre positif tel que
HG(A) = 0 si s <dimyp(A) et HZ(A) =05si s> dimy(A).

Exercice 20 o L’objectif de cet exercice est de démontrer le théoréme de Painlevé, qui dit que
les ensembles « trés petits » au sens de la dimension de Hausdorff sont effacables. Le théoréme
s’énonce comine suit :

Si dim - (H) < 1, alors H est effacable.

a. Soit f une fonction holomorphe bornée au voisinage de I'infini °. Montrer que f(z) posséde
une limite notée f(o0) lorsque |z| — 00, puis montrer que z(f(z) — f(00)) posséde aussi une
limite notée f’(o0) lorsque |z| — co.

b. Soit H un ensemble compact tel que 7! (H) = 0 et soit f une fonction holomorphe bornée
sur le complémentaire de H.

(a) Montrer que pour tout € > 0, on peut trouver un recouvrement fini de H par des

disques ouverts Dq,...,D,, de rayons ry,...,7, tels que ry +--- + 1, < €.
(b) On pose U=Dj u...uD, ety =7JU. Montrer que
1
= | F)de| < el
i )y

(¢) En déduire que f/'(o0) = 0.
(d) Montrer que si f n’est pas constante, il existe un a € C tel que f(0) = f(a). Montrer
alors que la fonction
f(z) — f(a)

zZ—aQ

g:z—

est bien définie sur C\H, qu’elle est holomorphe, bornée, et qu’elle vérifie ¢'(c0) # 0.
Conclure.

Exercice 21 o Soit f une fonction holomorphe sur 'ouvert D(zg,7)\{z0}. On suppose que la
partie réelle de f est positive en tout point. Montrer que f s’étend en une fonction holomorphe
sur le disque D(zg, ).

Exercice 22 e Soit f une fonction holomorphe injective sur un ouvert contenant le disque
unité fermé de C.

a. Calculer le déterminant jacobien de f (vue comme fonction R-différentiable sur un ouvert
de R?) en fonction de f’.

b. Montrer que l'aire de f(D(0, 1)) est au moins | f/(0)|?

et caractériser 1’égalité.

Exercice 23 o Soient a, b, ¢ des nombres complexes. On suppose que fRe(c) > Re(b) > 0 et que
MRe(a) > 0. Pour tout entier positif n, on pose ug =1 et

_ala+1)---(a+n—1)xbb+1)---(b+n—1)
tn = (et 1) (ctn—1) '

6. C’est-a-dire, holomorphe et bornée sur le complémentaire d'un compact.




2 . st [N e0]
a. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére F(z) = > un2"/nl.

B 1 tb_l(l _ t)c—b—l
I(z) = L (1—t2)e dt

Montrer que I est une fonction holomorphe dans C\[1, +o0[.

b. On pose

Indice : considérer des ensembles ouverts de la forme C\Us o
Us = {z: |Arg(2)| < d,|2| = 1} u D(1,2sin(6/2))

c. On rappelle que So t*=1(1—t)y=tdt = T'(2)['(y)/T'(x +y) pour tous nombres complexes z,y
tels que Re(x) > 0 et S)%e( ) > 0. Calculer le développement en série entiére de I autour de
0.

d. Démontrer l'identité suivante, valable pour tout z € D(0,1) :

I'(c)

FG) = fore =)

I(2)

et montrer que F se prolonge de maniére unique en une fonction holomorphe sur C\[1, +oo[.

e. Démontrer la formule hypergéométrique de Gauss,

o u, T(c)T(c—b—a)
Z:: n T c—a)F(c—b)'

(Indice : théoreme d’Abel)

Exercice 24 ¢ On rappelle que pour tout PRe(z) > 0, on a I'(z SOC e~ 7 1dt.
a. Montrer que pour tout Re(z) > 0et ¢t € [0,1], on a

0 (_

n=

1)n ternfl

—_

b. En déduire que pour tout Re(z) > 0,

0 1" 1 0
I'(z) = Z (=1 —I—J; e 't*1de.
n=0

nl z+4+n

¢. Prouver que I' se prolonge en une fonction méromorphe sur C, dont les poles sont tous les

entiers négatifs ou nuls et sont simples. Montrer que Rés(I', —n) = (—n1!)n.

Exercice 25 e L’objectif de cet exercice est de démontrer la formule suivante : pour tout z,

ESIN

1 n z
— Y21
(z) ze nhm (1 + k) (&

ot 7y est la constant d’Euler-Mascheroni définie par v = —In(n) + 1+ 1 + 2 + + + ..

a. On pose I,(z) = {j¢*71(1 — t/n)"dt. Montrer que pour tout i)%e( ) > 0, on al(z) =
limy, o0 I, (z)
b. On pose J,( So w?~1(1 — u)"du. Montrer que I,(z) = n*J,(2).

c. Montrer que Jn( ) = (n/z)Jn—1(z + 1) pour tout n = 1; en déduire que

n!
2(z+1)--(z+n)

Jn(z) =



d. Montrer que la suite de fonctions entiéres

fu(z) = ﬁ (1 + Z) ek
k=1

converge uniformément sur les compacts de C vers une fonction entiére qui ne s’annule
jamais.

e. En déduire que la fonction I' ne s’annule pas, que % est holomorphe dans C, et qu’elle
vérifie I’équation demandée.

Exercice 26 e L’objectif de cet exercice est d’utiliser le théoréme de Rouché.

a. Soit n un entier positif non nul et soit a > e. Montrer que 'équation e* = az" admet
exactement n solutions dans D(0,1).

b. On pose p(z) = 2% — 6z + 4. Combien de racines posséde ce polynéme dans D(0,2) ?
c. On pose q(z) = z* + 422 + z + 1. Combien de racines posséde ce polynome dans D(0,1) ?
d. Et pour 7(2) = 24 + 322 + 2 + 17
Réponses auz trois derniéres questions : 5, 2 et 2.
Exercice 27 o On rappelle que la fonction ¢ est la fonction holomorphe définie pour Re(z) > 1

par ((z) = 1+27%4+37%+--- ; lobjectif de 'exercice est de démontrer que ¢ posséde un (unique)
prolongement holomorphe & C\{1}.

a. Vérifier que pour tout s > 1, on a

o0
n°T(s) = f ut e du,
0

En déduire que pour Re(z) > 1,

()0 (2) — foo 7

0 et —1

o0 z—1 . N
b. Montrer que F : z — Sl Z—7dx est une fonction entiére.

c. On pose f(z) = z(e* —1)~! : on rappelle " que f est une fonction holomorphe au voisinage
de 0 et que pour tout z € D(0,27), on a

= B2n n
f(z)=1-— +§1(2n)!22

ou les B, sont les nombres de Bernoulli. Par simplicité, on note a,, le n-éme coefficient du
développement de f, c’est-a-dire f = > a,z".

N |

(a) Montrer que, pour Re(z) > 1, on a

1 .2-1 0

X a

[ 2 a-y 22

o er—1 — z+n—1
n=0

(b) En déduire que ¢ s’étend en une fonction holomorphe sur C\{1}, avec un poéle simple
en 1, de résidu 1.

7. Vu dans un exercice précédent.



Exercice 28 o L’objectif de cet exercice est de calculer la valeur de la fonction ¢ sur les entiers
naturels pairs ; ce calcul est di & Euler. On pose f(z) = z(e? —1)~! : on rappelle® que f est une
fonction holomorphe au voisinage de 0 et que pour tout z € D(0,27), on a

2N Bon o
flz)=1 2+;(2n)!z

ou les B,, sont les nombres de Bernoulli. On pose b, = Ba,/(2n)!.
a. Montrer que pour tout n > 1, on a b, = Rés (m, 0).
b. Soit £ un entier positif, et soit Ry le carré de sommets +(2¢ + 1) + i(2¢ 4+ 1)x. Calculer

(n) _ J 1
I/ = ——dz.
¢ oR, 221(e* — 1)

¢. Montrer que pour tout z € D(0, 27),

z
ez—l

w\z\z

i n-1_¢(2n) 420
22n—1,2n
puis en déduire la valeur de la fonction ¢ sur les entiers pairs :
(71)71—1]32“(271_)277,
2 =
¢(2n) 2(2n)!
En particulier, ((2) = 72/6, ¢(4) = /90 et ((6) = 7°/945.
Exercice 29 e L’objectif de ’exercice est de calculer 'intégrale suivante pour tout réel  :

“ cos(Ax)
I, = d
A J_oc cosh(z) v

par la méthode des résidus. On note I U'intégrale a gauche, et on pose f(z) = %

a. Etudier les singularités de f.
b. Soit g le chemin dessiné ci-dessous. On pose Jg = S"/R f(z)dz. Montrer que
JR = 4me " sinh(\7/2).

’L)\I

c. On pose I} = {* coan(y - Montrer que

lim Jg = (1 — e 21},
R—o0
d. En déduire que
LT
A cosh (7”) '
—R+2ir R4 2im
YR
-R R

8. Idem.



IDENTITES REMARQUABLES DEMONTREES EN EXERCICE

1_%+%_i+...:m(2)zo,6931 (XL1)
1_%+%_%+é_%+...:%~0,7854 (X1.2)
§277+5§912£41i”+...:\/7;7 (XL3)
1+i+;+116+---=7§w1,6449 (X1.4)
Lﬂ/z In(cos(t))dt = —Wh;@) (XL5)
J € gy — \/7 (XL6)

R §
\/12? JR oSt — % (XL7)
LOO t* cos(t?)dt = %cos (%(1 + a)) r (a —; 1> (XL.8)
LOO CO;(t)dt — cos ((1- a)%) I(1—a) (XL.9)
f Psin(t) 7 (XI.10)

ot 2
T(2)[(1—2) = szrim) (XL11)

00] o0 T
f cos(t?)dt = f sin(?)dt = \/7 (XI.12)
0 0 8
% )
—it2 1—17 |m
dt = ——4 /= XI.13
[ - (X113

/2 -
J cos(t)® cos(at)dt = — (XL.14)
/2 2¢
1 & z
= zeV? 1+Z2)e % X1.1
Tz) ¢ ﬂ( +k>€ ' (XL13)
. © 1 2
(n pair) foo T 1dt = Lsin(r/n) (XI.16)
“© cos(A\x) T
de = ——— XI.17
f—oo cosh(z) cosh (’\7“) ( )
2 1 o
1 dt = XI.18
a €l +oo] fo a + sin(t) a2 —1 ( )
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