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Il nous arrivera d'utiliser les notations suivantes :

Repzq, Impzq parties réelle et imaginaire du nombre complexe z
|z|, z̄ module et conjugué du nombre complexe z
Dpz, rq disque ouvert de centre z et de rayon r
D Dp0, 1q
C pa, rq nombres complexes z tels que |z ´ a| “ r
C pa, rq` chemin qui paramétrise C pa, rq dans le sens positif
T C p0, 1q
H nombres complexes z tels que Impzq ą 0
OpΩq ensemble des fonctions holomorphes sur l'ouvert Ω
Apz; s, tq anneau de centre z et de rayons s, t
C˚ ensemble des nombres complexes non nuls
Réspf, zq résidu de la fonction f au point z
Log détermination principale du logarithme
L2 fonctions de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue
xγy ensemble image du chemin γ
∆ opérateur laplacien B2{Bx2 ` B2{By2
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I

Introduction : le plan complexe

Exercice 1 ‚ Ré�échir à l'énoncé suivant :

@θ P R, eiθ “ e2iπ θ
2π “ pe2iπq

θ
2π “ 1

θ
2π “ 1.

Exercice 2 ‚ Cet exercice porte sur les propriétés élémentaires du logarithme complexe.

a. A-t-on Logpabq “ Logpaq ` Logpbq pour tous a, b P CzR´ tels que ab P CzR´ ?
b. A-t-on bLogpaq “ Logpabq pour tous a P CzR´ et b P C tels que ab P CzR´ ?
c. A-t-on Logp1{zq “ ´Logpzq pour tout z dans CzR´ ?
d. Étant donné un nombre réel α, on note Dα la demi-droite treipπ´αq : r ě 0u et Lα : z ÞÑ

Logpeiαzq ´ iα. Montrer que c'est une détermination continue du logarithme sur CzDα.

Exercice 3 ‚ Soit w “ ´1` i et z “ 3e2iπ{3. Calculer Logpwq,Logpzq,Logpwzq, Logpw{zq.

Exercice 4 ‚ Que vaut ii ?

Exercice 5 ‚ Soit ϕ : z ÞÑ z´1. Déterminer l'image par ϕ des ensembles suivants : D, la droite
réelle, la droite imaginaire, le cercle de centre i et de rayon 1.

Exercice 6 ‚ Montrer que pour tout nombre complexe z, les égalités suivantes sont véri�ées :

| sinpzq|2 “ sinpRepzqq2 ` sinhpImpzqq2.

| cospzq|2 “ cospRepzqq2 ` coshpImpzqq2.

Exercice 7 ‚ Trouver l'ensemble des solutions de l'équation cospzq “ a, où a est un nombre
complexe �xé.

Exercice 8 ‚ Décrire tous les zéros des six fonctions trigonométriques et hyperboliques.

Exercice 9 ‚ Soit k un entier supérieur ou égal à 2. Existe-t-il une fonction continue g : C˚ Ñ C
telle que gpzqk “ z pour tout nombre complexe z non nul 1 ?

Exercice 10 ‚ Soit P un polynôme complexe de degré non nul n.

a. Soit Un l'ensemble des racines n-èmes de l'unité. Pour tout k P N, calculer
ř

ζPUn`1
ζk.

b. Montrer que
|Pp0q| ă sup

ζPUn`1

|Ppζq|.

Exercice 11 ‚ Caractériser les polynômes complexes surjectifs.

Exercice 12 ‚ Trouver tous les nombres complexes z tels que 3z10 ´
?

8z5 ` 3 “ 0. Trouver
tous les nombres complexes tels que z2 ` ωz ` c “ 0 (où ω, c sont des nombres complexes).

Exercice 13 ‚ On pose S “ tx P R3 : |x| “ 1u. Il s'agit simplement de la sphère euclidienne
dans R3. On pose n “ p0, 0, 1q le � pôle Nord � de S et on note S˚ “ Sztnu. On identi�era le
plan P “ tpa, b, 0q : a, b P Ru au plan complexe C.

1. Indication:θÞÑpgpe
iθ

qe
´iθ
kq.



a. Soit z P P. Montrer que l'unique droite passant par n et par z intersecte S˚ en un unique
point que l'on notera qpzq.

b. Montrer que q est en réalité une bijection de P dans S˚, et trouver une formule explicite
pour son inverse p : S˚ Ñ P, que l'on appelle projection stéréographique.

Exercice 14 ‚ Soient H “ tz P C : Impzq ą 0u et f : HÑ C l'application dé�nie par

fpzq “
z ´ i

z ` i
.

a. Montrer que fpHq est inclus dans D “ Dp0, 1q.

b. Montrer que f établit une bijection entre H et D.

Exercice 15 ‚ Soient z1, z2, z3, z4 quatre nombres complexes distincts. Leur birapport est le
nombre complexe dé�ni par

rz1, z2, z3, z4s “
pz1 ´ z3qpz2 ´ z4q

pz1 ´ z4qpz2 ´ z3q
.

a. Rappeler pourquoi trois nombres complexes distincts a, b, c sont alignés si et seulement si
pa´ bq{pa´ cq est un nombre réel.

b. Montrer que quatre points distincts sont alignés ou cocycliques si et seulement si leur
birapport est un nombre réel.

c. Soient C1,C2,C3,C4 quatre cercles. Nous supposons que pour chaque paire de cercles consé-
cutifs, ces deux cercles se coupent en exactement deux points zi, wi, comme dans la �gure
ci-dessous. Montrer que si les points z1, z2, z3, z4 sont cocycliques (cercle gras) ou alignés,
alors il en va de même pour les points w1, w2, w3 et w4 (cercle pointillé). C'est le théorème

du sixième cercle de Miquel.

z1

z2

z3
z4

w1

w2

w3
w4

C1

C4

C3

C2



II

C-dérivabilité et équations de Cauchy-Riemann

Exercice 1 ‚ Quelle est la dimension de C en tant que R-espace vectoriel ? En tant que C-espace
vectoriel ? En tant que Q-espace vectoriel ?

Exercice 2 ‚ Dans cet exercice, on identi�era C à un R-espace vectoriel de base B “ t1, iu.

a. Montrer que l'ensemble des éléments de M2,2pRq de la forme

ˆ

a ´b
b a

˙

forme un corps, que l'on nommera MatpCq, isomorphe à C.
b. Soit ` : CÑ C une application R-linéaire. Montrer qu'elle est C-linéaire si et seulement si

sa matrice dans la base B est un élément de MatpCq.
c. Soient a, b des réels et soit z “ a ` ib. On note z “ reiθ la décomposition polaire de z.

Montrer que
ˆ

a ´b
b a

˙

“

ˆ

r 0
0 r

˙ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙

.

d. Soit f : C Ñ C une application R-di�érentiable ; on note P “ Repfq et Q “ Impfq. On
note Dfpzq sa matrice jacobienne dans la base B au point z “ x ` iy. Montrer que f est
C-di�érentiable en un point z “ x` iy si et seulement si

BP

Bx
pzq “

BQ

By
pzq et

BP

By
pzq “ ´

BQ

Bx
pzq. (II.1)

Exercice 3 ‚ Soit f : CÑ C uen fonction R-di�érentiable. On note

Bf

Bz̄
“

1

2

ˆ

Bf

Bx
` i
Bf

By

˙

Bf

Bz
“

1

2

ˆ

Bf

Bx
´ i
Bf

By

˙

.

a. Montrer que les opérateurs B{Bz̄ et B{Bz sont linéaires et véri�ent la règle de la dérivation
des produits.

b. Calculer Bf{Bz et Bf{Bz̄ lorsque fpzq “ zn et lorsque fpzq “ z̄n, pour n un entier positif.

c. Montrer que f est holomorphe si et seulement si Bf{Bz̄ “ 0.

Exercice 4 ‚ En quels points de C les fonctions suivantes sont-elles C-di�érentiables ?
z

z2 ` 1
z̄ Repzq Impzq |z|2

Exercice 5 ‚ Soit f : C Ñ C la fonction dé�nie par fpzq “ Repzq ` ipImpzqq2. Montrer que
f est R-di�érentiable et calculer sa di�érentielle. Existe-t-il un ouvert non vide Ω de C tel que f
est holomorphe sur Ω ?

Exercice 6 ‚ Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert connexe Ω de C. Montrer que les
assertions suivantes sont équivalentes.

a. f est constante.

b. f 1 est identiquement nulle.

c. Ref est constante.



d. Imf est constante.

e. f̄ est holomorphe.

f. |f | est constante.

L'image d'une fonction holomorphe non constante peut-elle être contenue dans un cercle ? Dans
une droite ?

Exercice 7 ‚ Soit f : Ω Ñ C une fonction holomorphe sur un ouvert connexe Ω, et soit
F P C 1pR,Rq une fonction réelle. On suppose que pour tout z dans Ω,

Refpzq “ FpImfpzqq.

Montrer que f est constante.

Exercice 8 ‚ Soient f, g : Ω Ñ C deux fonctions holomorphes sur un ouvert connexe Ω.

a. On suppose que, pour tout z dans Ω, fpzq ` gpzq est un nombre réel. Montrer qu'il existe
une constante réelle c telle que f “ g ` c.

b. On suppose maintenant que g ne s'annule pas sur Ω et que, pour tout z dans Ω, fpzqgpzq
est un nombre réel. Montrer qu'il existe une constante réelle c telle que f “ c g.

Exercice 9 ‚ Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert Ω. On pose Ω1 “ tz̄ : z P Ωu et,
pour z dans Ω1, on dé�nit gpzq “ fpz̄q. Montrer que g est holomorphe sur Ω1.

Exercice 10 ‚ Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert Ω. L'opérateur laplacien est
l'opérateur di�érentiel dé�ni par

∆ “
B2

Bx2
`
B2

By2
.

Montrer que si f est une fonction de classe C 2, alors ∆f “ 4 B
2f
Bz̄Bz . En déduire que pour toute

fonction f holomorphe (de classe C 2), on a

∆|f |2pzq “ 4|f 1pzq|2.

Exercice 11 ‚ Soit Ω un ouvert connexe de C, et f1, . . . , fn des fonctions holomorphes sur Ω.
Montrer que si |f1|

2 ` ¨ ¨ ¨ ` |fn|
2 est constante, alors toutes les fonctions fi sont constantes.

Bernhard Riemann (1826 - 1866).



III

Fonctions analytiques

Rayon de convergence, développement en série entière.

Exercice 1 ‚ Montrer que le rayon R P r0,8s de convergence d'une série entière
ř

anz
n est

donné par la formule suivante, dite formule de Hadamard :

R “
1

lim sup |an|
1
n

.

Exercice 2 ‚ Soit pcnqně1 une suite de réels strictement positifs.

a. Montrer que lim supnÑ`8 c
1{n
n ď lim supnÑ`8

cn`1

cn
.

b. En déduire que si ` “ limnÑ`8
cn`1

cn
existe dans r0,`8s, alors limnÑ`8pcnq

1
n “ `.

Exercice 3 ‚ Donner le rayon de convergence de la série entière
ř

ně1 anz
n quand :

a. an “ lnpnq ;

b. an “ lnp1` sinp1{nqq ;

c. a2p “ α2p et a2p`1 “ β2p`1, 0 ă α ă β ;

d. an “ n!
nn ;

e. a2p`1 “ 0 et a2p “
p´1qpp!
pp`sin pqp ;

f. an “ en sinpnq.

g. an “
`

1` 1
2 ` ¨ ¨ ¨ `

1
n

˘lnpnq

h. cos
`

2nπ
5 ` θ

˘n
.

Exercice 4 ‚ Montrer que si an “ λnbn avec λn “ Opnαq pour un nombre réel α, alors le rayon
de convergence de

ř

anz
n est supérieur à celui de

ř

bnz
n.

Exercice 5 ‚ Soit
ř

anz
n une série entière de rayon de convergence R. Quel est le rayon de

convergence de la série entière
ř

apnzn, où p est un entier naturel ?

Exercice 6 ‚ L'objectif de cet exercice est de présenter le classique procédé de sommation
d'Abel et de l'appliquer à l'étude de la convergence de certaines séries.

a. (Transformation d'Abel) Soient punqně1 et pvnqně1 deux suites de nombres complexes. Pour
deux entiers naturels n et m, avec n plus grand que m, on pose Vn

m “
řn
k“m vk. Montrer

que
n
ÿ

i“m

uivi “
n´1
ÿ

i“m

pui ´ ui`1qV
i
m ` unVn

m.

b. Soit pcnqně1 une suite décroissante de nombres réels positifs qui converge vers 0. Montrer
que la série

ř

cnz
n converge si |z| ď 1 et z ‰ 1.

c. (Théorème d'Abel) Soit panqně1 une suite de nombres complexes telle que
ř

an est conver-
gente, de somme égale à S. Montrer que limrÑ1´

ř

anr
n “ S.

Exercice 7 ‚ Donner le développement en série entière des fonctions analytiques suivantes au
point demandé et donner le rayon de convergence de la série obtenue :

� fpzq “ z
z2´2z´3

en 0 ;

� gpzq “ 1
3´2z en 3 ;

� hpzq “ ez en 1.

Exercice 8 ‚ Montrer que le rayon de convergence de la série entière
ř

zn! est égal à 1. On
note fpzq la somme de cette série entière lorsque z P D. Montrer que si θ est un nombre rationnel,
alors limrÑ1´ |fpre2iπθq| “ `8.



Exercice 9 ‚ Si n est un entier naturel, on note dpnq le nombre de diviseurs de n.

a. Montrer que le rayon de convergence de la série entière
ř

dpnqzn est égal à 1. La somme
de cette série dans D est notée fpzq ; on l'appelle série de Lambert.

b. Montrer que pour tout z P D, on a l'identité suivante :

fpzq “
8
ÿ

n“1

8
ÿ

m“1

znm

puis en déduire que fpzq “
ř8
n“1

zn

1´zn .

Exercice 10 ‚ Soit panq une suite de nombres complexes qui possède une limite `.

a. Trouver le rayon de convergence de la série entière
ř an

n! z
n.

b. Déterminer limxÑ`8 e
´x

ř8
n“0

an
n! x

n.

Exercice 11 ‚ Soit P un polynôme. Calculer le rayon de convergence et la somme de
ř

Ppnqzn.

Niels Henrik Abel (1802-1829).



IV

Fonctions analytiques

Propriétés des fonctions analytiques, fonctions spéciales.

Exercice 1 ‚ Soit f : CÑ C une fonction analytique. On pose frpθq “ fpreiθq.

a. Montrer que fr est une fonction de classe C 1 et 2π-périodique.

b. Calculer ses coe�cients de Fourier.

Exercice 2 ‚ Déterminer les fonctions analytiques f sur D qui véri�ent fp1{nq “ 1{n2 pour
tout entier naturel non nul n.

Exercice 3 ‚ Soit
ř

ně0 anz
n une série entière de rayon de convergence R et de somme fpzq.

On se �xe un réel strictement positif r ă R.

a. Montrer que 1
2π

ş2π
0 |fpreiθq|2dθ “

ř8
n“0 |an|

2r2n.

b. En déduire que, pour tout n P N, |an|rn ď max|z|“r |fpzq|. Montrer que s'il y a égalité pour
un entier n, alors fpzq “ anz

n pour tout |z| ă R.

c. Montrer que si |f | est maximal en 0, alors f est constante.

Exercice 4 ‚ Soit f une fonction analytique sur D.
a. On suppose qu'il existe une suite de réels distincts an dans r´1{2, 1{2s tels que fpanq soit

réel pour tout entier n. Montrer que pour tout z dans D, on a fpzq “ fpzq.

b. On suppose de plus que la suite panq est décroissante, converge vers 0 et véri�e fpa2p`1q “

fpa2pq P R pour tout p. Montrer qu'alors f est constante 2.

Exercice 5 ‚ Soit f une fonction entière.

a. On suppose que fpz ` 1q “ fpz ` iq “ fpzq pour tout nombre complexe z. Montrer que f
est constante.

b. On suppose que la partie réelle de f est bornée. Montrer que f est constante.

c. On suppose qu'il existe une constante c et un entier positif p telle que |fpzq| ď cp1` |z|qp

pour tout nombre complexe z (on dit que f est à � croissance sous-polynomiale �) . Montrer
que f est un polynôme de degré au plus p.

Exercice 6 ‚ Soit f une fonction entière véri�ant la propriété suivante : pour tout nombre
complexe z, il existe un entier nz tel que f pnzqpzq “ 0. Que dire de f ?

Exercice 7 ‚ Montrer que l'expression fpzq “
ř8
n“1

p´1qn`1

n pz ´ 1qn dé�nit une fonction f

véri�ant l'équation efpzq “ z sur le disque Dp1, 1q.

Exercice 8 ‚ Calculer 1´ 1
2 `

1
3 ´

1
4 ` ¨ ¨ ¨

Exercice 9 ‚ Pour tout nombre entier n, on pose

Jnpzq “
8
ÿ

k“0

p´1qk

k!pn` kq!

´z

2

¯n`2k
.

a. Calculer le rayon de convergence de Jn.

2. Indice:raisonnersurladérivée.



b. Montrer que Jn est solution de l'équation de Bessel :

f2 `
1

z
f 1 `

ˆ

1´
n2

z2

˙

f “ 0.

Exercice 10 ‚ L'objectif de l'exercice est d'étudier les fonctions tan et arctan complexes.

a. Montrer que la fonction tan “ sin { cos est bien dé�nie et analytique sur CzA, où A “

π{2` πZ.
b. Soient B “ tit : t P R, |t| ě 1u et U “ CzB. Montrer que la formule

ϕpzq “
1` iz

1´ iz

dé�nit un biholomorphisme 3 ϕ entre U et CzR´. Calculer sa réciproque.

c. Montrer que la fonction f : U Ñ C dé�nie par

fpzq “
1

2i
Log

ˆ

1` iz

1´ iz

˙

véri�e tan ˝f “ IdU. En déduire que f est une extension analytique de la fonction arctan-
gente usuellement dé�nie sur R.

d. Montrer que pour tout z P D, on a

fpzq “
8
ÿ

n“0

p´1qn

2n` 1
z2n`1.

Exercice 11 ‚ Calculer 1´ 1
3 `

1
5 ´

1
7 `

1
9 ´

1
11 ` ¨ ¨ ¨

Exercice 12 ‚ Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N.
a. Montrer que la fonction ϕpzq “ ErzXs est analytique dans D.
b. Calculer ϕ lorsque X a pour loi Poissonpcq, Binomialepn, pq ou Uniformept1, . . . , nuq.

c. Calculer les dérivées de la fonction ϕ.

d. Calculer la limite de ϕptq et de ϕ1ptq lorsque tÑ 1.

Leonhard Euler (1707-1783).

3. Rappel : un biholomorphisme entre deux ouverts est une application holomorphe, bijective entre ces deux

ouverts, et dont l'inverse est holomorphe.



V

Fonctions analytiques

Prolongement, logarithmes, chemins.

Exercice 1 ‚ Pour tout z P C˚, on pose

fpzq “
z

ez ´ 1
.

a. Montrer que f se prolonge en une fonction holomorphe au voisinage de 0. On écrit son
développement de Taylor en 0 sous la forme

fpzq “
ÿ

n“0

Bn

n!
zn.

Les nombres Bn sont appelés nombres de Bernoulli.

b. Calculer B0,B1 puis montrer que pour tout n ą 1 on a
řn´1
k“0

`

n
k

˘

Bk “ 0. En déduire que
les Bn sont rationnels.

c. Montrer que 1
ez´1 “ ´

1
2 `

i
2cotanpiz{2q, où cotan :“ cos { sin et z R t2kiπ : k P Zu. En

déduire que pour tout n ą 0, B2n`1 “ 0.

Exercice 2 ‚ On pose U “ tz P C : eRepzq ă Impzq ă 2π ` eRepzqu et V “ CzS , où S est la
spirale dé�nie par S “ tteit : t ě 0u. Véri�er que U,V sont ouverts, puis montrer que exp est
une bijection de U dans V. En déduire qu'il existe une détermination continue du logarithme sur
V.

Exercice 3 ‚ L'objectif de cet exercice est de redémontrer des résultats classiques du cours sur
les logarithmes.

a. Soit a P C˚ et soit c un logarithme de a. Véri�er que la fonction

La : z Ñ c`
8
ÿ

n“1

p´1qn`1

n

ˆ

z ´ a

a

˙n

est une détermination analytique du logarithme dans Dpa, |a|q.

b. Soit U un ouvert connexe de C.
(a) Montrer que si L1 et L2 sont deux déterminations continues du logarithme sur U, alors

L1 ´ L2 “ 2kiπ pour un entier k.

(b) Soit ` : U Ñ C une fonction continue qui véri�e expt`pzqu “ z pour tout z dans U.
Montrer que ` est analytique dans U.

(c) Montrer que `1pzq “ 1{z.

Exercice 4 ‚ Soit Log la détermination principale du logarithme.

a. Montrer qu'il existe une fonction g analytique sur le disque Dp0, 1q telle que

@ z P Dp0, 1q, Logp1` zq “ z ` z2gpzq.

b. En déduire que la suite de fonctions pfnq dé�nies par

fnpzq “
´

1`
z

n

¯n

converge uniformément sur tout compact de C vers la fonction exp.



Les exercices suivants portent sur l'intégrale de chemin. Lorsque z est un nombre complexe, la

notation C pz, rq` désigne le lacet qui décrit le cercle de centre z et de rayon r, paramétré dans

le sens direct, c'est-à-dire θ P r0, 1s Ñ z ` r expp2iπθq.

Exercice 5 ‚ Soit γ le chemin t ÞÑ eit, où t décrit r0, π{2s. Calculer
ş

γ
dz?
z
.

Exercice 6 ‚ Calculer l'intégrale de chemin
ż

C p0,1q`

1

zn
dz

où n est un entier relatif. En déduire qu'il n'existe aucune détermination analytique du logarithme
sur un ouvert contenant T.

Exercice 7 ‚ Soit γ : r0, 1s Ñ C un chemin de classe C 1 par morceaux. Montrer que

longueurpγq “ sup
t

Nt
ÿ

i“1

|γpti`1q ´ γptiq|.

où le supremum porte sur l'ensemble des subdivisions �nies de r0, 1s, c'est-à-dire les suites �nies
t “ pt1, . . . , tNtq avec Nt un entier positif et 0 ď t1 ă t2 ă ¨ ¨ ¨ ă tNt ď 1.

Exercice 8 ‚ Existe-t-il des chemins γ : r0, 1s Ñ C de classe C 1 par morceaux, mais qui sont
de longueur in�nie ?

Exercice 9 ‚ Soit γ : r0, 1s Ñ C un chemin de classe C 1 par morceaux et soit f une fonction
continue sur l'image de γ. On pose f˚pzq “ fpz̄q. Montrer que

ż

γ
fpzqdz “

ż

γ̄
f˚pzqdz.

Montrer également que
ż

C p0,1q`
fpzqdz “ ´

ż

C p0,1q`

fpzq

z2
dz.

Exercice 10 ‚ On considère une fonction continue f : DÑ C. Montrer que si f est C´dérivable
en 0, alors

lim
rÑ0

1

r2

ż

C p0,rq`
fpzqdz “ 0.



VI

Indice et formule de Cauchy

Exercice 1 ‚ Soient γ1, γ2 : r0, 1s Ñ C˚ deux lacets de classe C 1. On pose γptq “ γ1ptqγ2ptq.
Montrer que

Indicep0, γq “ Indicep0, γ1q ` Indicep0, γ2q.

Exercice 2 ‚ Soient a, b deux nombres réels positifs et soit γ : r0, 2πs Ñ C le chemin dé�ni par
γptq “ a cosptq ` ib sinptq ; il s'agit du paramétrage d'une ellipse.

a. Calculer l'indice de tout point de Czxγy par rapport à γ.
b. En déduire l'identité suivante :

ż 2π

0

1

a2 cosptq2 ` b2 sinptq2
dt “

2π

ab
.

Exercice 3 ‚ On dé�nit un chemin γ : r0, 2πs Ñ C par γptq “ eitpcosptq2 ` 1q2. Calculer
l'intégrale suivante :

ż

γ
coshp1` z2qesinhpz2´e´zqdz.

Exercice 4 ‚ Montrer que la fonction f : z ÞÑ 1
z2´z

n'admet pas de primitive holomorphe sur
l'ouvert Ω “ tz P C : 0 ă |z| ă 1u.

Exercice 5 ‚ Soit Ω un ouvert connexe de C.
a. Soit f une fonction continue dans Ω et holomorphe dans ΩzR. Montrer que f est holomorphe

dans Ω.

b. On suppose maintenant que Ω est symétrique par rapport à l'axe des réels et on note
Ω` “ tz P Ω : Impzq ą 0u. Soit une fonction f continue dans Ω` Y pΩ X Rq, holomorphe
dans Ω`, réelle dans ΩX R. Montrer que f admet une unique extension holomorphe à Ω.

Ce dernier résultat est connu sous le nom de principe de ré�ection de Schwarz.

Exercice 6 ‚ Calculer les intégrales :
ż

C p0,1q`

ez

z
dz et

ż

C p0,2q`

dz

z2 ` 1
.

Exercice 7 ‚ On dé�nit une fonction f sur CzR´ par

fpzq “
Logpzq

1´ z
si z ‰ 1 et fp1q “ ´1.

a. Montrer que f est holomorphe.

b. Pour ε Ps0, 1r, on note Dε “ tz P C : |z ´ 1| ď 1, |z| ě εu. Soit γε un paramétrage de BDε,
dans le sens direct. Calculer

ş

γε
f pzqdz.

c. En déduire la valeur de I “
şπ{2
0 ln pcos θqdθ.

Exercice 8 ‚ L'objectif de cet exercice est de calculer la valeur de l'intégrale

Ipαq :“

ż 8

0

eit

tα
dt

lorsque α est un nombre complexe véri�ant Repαq Ps0, 1r.



a. Véri�er que la fonction f : z ÞÑ eizz´α est holomorphe sur CzR´.
b. On �xe ε ą 0 et R ą ε, et on dé�nit un lacet γ par concaténation de quatre chemins γi,

i P t1, 2, 3, 4u, où γ1 est le segment rε,Rs, γ2 est l'arc de cercle joignant R à iR, γ3 est le
segment riR, iεs et γ4 est l'arc de cercle joignant iε à ε. Montrer que

ş

γ fpzqdz “ 0.

c. Montrer que, lorsque εÑ 0 et R Ñ `8, on a
ż

γ1

fpzqdz Ñ Iα et
ż

γ3

fpzqdz Ñ ´ep1´αq
iπ
2 Γp1´ αq.

d. Montrer que
ş

γ2
fpzqdz et

ş

γ4
fpzqdz tendent vers 0 lorsque ε Ñ 0 et R Ñ 8, puis en

déduire
Ipαq “ ep1´αq

iπ
2 Γp1´ αq.

En déduire la valeur des célèbres intégrales de Fresnel,
ż 8

0
cospt2qdt et

ż 8

0
sinpt2qdt.

Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857).



VII

Suites, séries et intégrales de fonctions analytiques

Exercice 1 ‚ Soit f une fonction holomorphe sur D qui s'annule en 0.

a. Montrer que la série
ř

ně1 fpz
nq converge uniformément sur tout compact de D vers une

fonction holomorphe g.

b. Calculer le développement en série entière de g autour de 0, en fonction de celui de f .

Exercice 2 ‚ Soit f une fonction continue à support compact sur R. On s'intéresse à sa
transformée de Fourier f̂ , dé�nie pour z P C, par

f̂pzq “
1
?

2π

ż `8

´8

fpxqeixzdx.

a. Montrer que f̂ est une fonction entière.

b. Que dire d'une fonction continue à support compact dont la transformée de Fourier est
continue à support compact ?

c. Que dire de deux fonctions f, g continues à support compact telles que f ˚ g “ 0 ?

Exercice 3 ‚ Soit Ω un ouvert de C. On s'intéresse à l'espace de Hardy

HpΩq “

"

f P OpΩq :

ż

Ω
|fpxq|2dx ă `8

*

,

muni de la norme L2 usuelle : }f}L2pΩq “
`ş

Ω |f |
2
˘

1
2 .

a. Soit K un compact dans Ω. Montrer qu'il existe une constante cK telle que

@f P HpΩq, sup
K
|f | ď cK }f}L2pΩq.

b. Montrer que pHpΩq, }.}L2pΩqq est complet.

Exercice 4 ‚ Dans cet exercice, on étudie la fonction Gamma d'Euler :

Γpzq “

ż `8

0
tz´1e´tdt.

a. Montrer que Γ est bien dé�nie et holomorphe sur tz P C : Repzq ą 0u.

b. Montrer que si Repzq ą 0, on a Γpz ` 1q “ zΓpzq. En déduire que Γ se prolonge en une
fonction holomorphe sur tz P C : Repzq ą ´1 et z ‰“ 0u.

c. En déduire par récurrence que Γ se prolonge en une fonction holomorphe sur l'ouvert
Czt0,´1,´2, . . . u.

Exercice 5 ‚ L'objectif de l'exercice est d'étudier la fonction zeta de Riemann :

ζpzq “
8
ÿ

n“1

1

nz
.

a. Montrer que ζ est bien dé�nie et holomorphe sur tz P C : Repzq ą 1u.



b. Notons Eptq la partie entière d'un réel t. Montrer que l'intégrale à paramètre

Gpzq “

ż `8

1

t´ Eptq

tz`1
dt

dé�nit une fonction holomorphe sur tz P C : Repzq ą 0u.

c. Pour n P N˚ et Repzq ą 0, on pose Inpzq “
şn`1
n

dt
tz . Montrer que

ż n`1

n

t´ Eptq

tz`1
dt “ Inpzq ´ nInpz ` 1q.

d. Montrer que si Repzq ą 1, on a

ζpzq “
1

z ´ 1
` 1´ zGpzq.

e. En déduire que ζ se prolonge en une fonction holomorphe sur tz P Czt1u : Repzq ą 0u.

Exercice 6 ‚ Soient Ω un ouvert connexe de C et f une fonction holomorphe sur Ω telle que
fpΩq est un compact inclus dans Ω. On veut montrer que la suite des itérées de f converge vers
une fonction constante.

a. Véri�er que, pour tout n P N˚, fn :“ f ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ f
loooomoooon

n fois

est bien dé�nie et holomorphe sur Ω.

b. Montrer que L :“
Ş

nPN˚ fnpΩq est compact.

c. Montrer qu'il existe une sous-suite pfnkq de pfnq qui converge uniformément sur tout com-
pact de Ω vers une fonction g P OpΩq.

d. Montrer qu'alors gpΩq “ L.

e. En déduire que L “ tau pour un certain a P C.
f. En déduire que la suite pfnq converge uniformément sur tout compact vers la fonction
constante égale à a.



VIII

Principe du maximum

Exercice 1 ‚ Soit f une fonction holomorphe sur H, continue et bornée sur l'adhérence H de
H. On note M le supremum de |f | sur BH. On veut montrer que f est encore bornée par M sur
le demi-plan supérieur H.

a. Montrer que si fpzq Ñ 0 lorsque |z| Ñ 8, alors f est bornée par M sur H.

b. Dans le cas général, étudier la fonction g : z ÞÑ fnpzq
i`z , où n est un entier naturel, et montrer

que f est toujours bornée par M sur H.

Exercice 2 ‚ Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert connexe de C. Le module de f
peut-il admettre un minimum local ?

Exercice 3 ‚ Soit f une fonction holomorphe non constante dans D. On suppose que pour
tout z dans D, le nombre complexe fpzq est encore dans D. On suppose en outre que f s'annule
à l'origine.

a. Montrer que la fonction g : z ÞÑ fpzqz´1 est holomorphe dans D.
b. Soit r Ps0, 1r. Montrer que pour tout z dans Dp0, rq, on a |gpzq| ă r´1, puis en déduire que

pour tout z dans D, on a |fpzq| ď |z|.

c. Montrer que s'il existe un nombre complexe z0 non nul tel que |fpz0q| “ |z0|, alors f est
une rotation.

Ce résultat important est le lemme de Schwarz.

Exercice 4 ‚ Une fonction f : D Ñ C est dite unitaire si elle est holomorphe sur D, continue
sur D, et si pour tout z de module 1, son image fpzq est encore de module 1.

a. Soit f une fonction unitaire non constante. Démontrer que f ne s'annule qu'un nombre �ni
de fois, et que pour tout z dans D, son image fpzq est aussi dans D.

b. Prouver que si a est dans D, la fonction Ea : z ÞÑ z´a
1´az est unitaire.

c. Prouver que les fonctions unitaires sont, à une constante multiplicative près, les produits
�nis de fonctions de type Ea, où a est dans D.

Exercice 5 ‚ Questions autour du principe du maximum.

a. Soit f une fonction holomorphe sur D, non constante, continue sur D et qui est de module
constant sur BD. Montrer que f s'annule sur D.

b. Soit f une fonction holomorphe sur D, continue sur D et dont la partie réelle est constante
sur BD. Montrer que f est constante.

c. Soit f une fonction holomorphe sur D, continue sur D, réelle sur BD. Montrer que f est
constante.

d. Soient f et g deux fonctions continues sur D, holomorphes dans D, qui ne s'annulent pas,
et telles que |fpzq| “ |gpzq| sur BD. Montrer que f “ λg pour un certain λ P C de module
1. Est-ce encore vrai si f et g peuvent s'annuler ?

Exercice 6 ‚ Soit f une fonction holomorphe dans D. On va montrer qu'il n'est pas possible
que lim|z|Ñ1´ |fpzq| “ `8.

a. On suppose dans un premier temps que f ne s'annule pas. En raisonnant sur la fonction
holomorphe f̃ :“ 1{f , montrer que 1{fp0q “ 0 et aboutir à une contradiction.



b. On suppose maintenant que f s'annule dans D.
(a) Montrer qu'il existe un polynôme P P Crzs et une fonction holomorphe g qui ne

s'annule pas tels que pour tout z P D, on a fpzq “ Ppzqgpzq.

(b) Conclure.

Exercice 7 ‚ Soit f une fonction entière qui s'annule en 0. Soit r ą 0. On �xe un réel
m ą suptRepfpzqq : z P Dp0, 2rqu. On dé�nit une fonction g : DÑ C par

gpuq “
fp2ruq

2m´ fp2ruq
.

a. Montrer que g est bien dé�nie et holomorphe sur D.
b. En utilisant le lemme de Schwarz, montrer que |gpuq| ď |u|.

c. Démontrer l'inégalité de Borel-Carathéodory : pour tout z1 P Dp0, rq,

|fpz1q| ď 2 suptRepfpzqq : z P Dp0, 2rqu.

Hermann Schwarz (1843 - 1921).



IX

Homotopies et biholomorphismes

Exercice 1 ‚ Soient deux lacets γ1, γ2 dans C˚, véri�ant l'hypothèse suivante :

@t P r0, 1s, |γ1ptq ´ γ2ptq| ă |γ1ptq| ` |γ2ptq|.

Montrer que ces deux lacets sont homotopes dans C˚.

Exercice 2 ‚ Montrer que tout lacet dans un ouvert U est homotope dans U à un lacet C8.

Exercice 3 ‚ Pour tout t P r0, 1s, soit εt ą 0 un réel strictement positif. L'ouvert dé�ni par
D “ YtDpt, εtq est-il simplement connexe ?

Exercice 4 ‚ L'objectif de cet exercice est de donner une preuve topologique du théorème
de D'Alembert-Gauss. Supposons donc qu'il existe un polynôme complexe P de degré n ě 1
et ne s'annulant pas. Quitte à diviser P par une constante, on suppose même que le coe�cient
dominant de P est 1.

a. Pour r ą 0, on paramètre le cercle de centre r par γptq “ reit, avec t P r0, 2πs. Montrer
que le lacet P ˝ γ est homotope au lacet constant égal à Pp0q dans C˚.

b. Montrer que, si r est assez grand, P ˝ γ est homotope au lacet γn dans C˚. Indice : utiliser

un exercice précédent.

c. En déduire deux calculs contradictoires de l'indice de P ˝ γ par rapport à 0.

Exercice 5 ‚ L'objectif de l'exercice est de montrer que les lacets dans C˚ sont caractérisés (à
homotopie près) par leur indice par rapport à 0. Soit donc γ : r0, 1s Ñ C˚ un lacet.

a. Montrer que γ est homotope à σ “ γ{|γ| dans C˚.
b. Montrer qu'il existe une subdivision 0 “ t0 ă t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tN “ 1 de r0, 1s telle que pour

0 ď k ď N´ 1, on a σprtk, tk`1sq Ă Dpσptkq, 1q.

c. Montrer que, pour 0 ď k ď N ´ 1, il existe des fonctions continues θk : rtk, tk`1s Ñ R
telles que
� @t P rtk, tk`1s, σptq “ eiθkptq,
� θk`1ptk`1q “ θkptk`1q.

d. En déduire qu'il existe un entier n et une fonction continue θ : r0, 1s Ñ R tels que pour
0 ď t ď 1, σptq “ eiθptq et θp1q “ θp0q ` 2nπ.

e. Soit γnptq “ e2iπnt, 0 ď t ď 1, un paramétrage du cercle parcouru n fois. Déduire de ce qui
précède que γ est homotope à γn dans C˚.

f. Montrer que deux lacets de C˚ sont homotopes si et seulement si ils ont même indice par
rapport à 0.

Exercice 6 ‚ L'objectif de l'exercice est de déterminer tous les biholomorphismes du disque
unité.

a. Soit f une fonction holomorphe sur Dp0, 1q telle que fp0q “ 0 et |fpzq| ď 1 pour tout
z P Dp0, 1q.

(a) Rappeler le résultat du lemme de Schwarz.

(b) Montrer que |f 1p0q| ď 1, et que si |f 1p0q| “ 1, alors f est une rotation.

b. Montrer que les fonctions Ea : z ÞÑ z´a
1´az , où a P Dp0, 1q, sont des biholomorphismes de

Dp0, 1q, de réciproque E´a. On appelle les fonctions Ea les fonctions de Blaschke.



c. En déduire que tout biholomorphisme du disque unité est de la forme ρEa, où ρ est une
constante de module 1 et a P Dp0, 1q.

Exercice 7 ‚ En considérant le chemin γε,R dessiné ci-dessous et la fonction f : z ÞÑ eiz{z,
démontrer l'égalité suivante :

ż 8

0

sinptq

t
dt “

π

2
.

ε−ε R−R

Exercice 8 ‚ Soit f : CÑ C un biholomorphisme tel que fp0q “ 0.

a. Montrer que g : z ÞÑ fp1{zq est holomorphe sur C˚, avec un pôle en 0 (on montrera que

les autres types de singularités contredisent les hypothèses).

b. En déduire qu'il existe une constante c et un entier naturel m tels que pour tout z P C,
|fpzq| ď c p1` |z|qm. En déduire que f est un polynôme.

c. Quels sont les polynômes complexes bijectifs ?

d. En déduire que les biholomorphismes de C sont de la forme z ÞÑ αz ` β, avec α P C˚ et
β P C.

Exercice 9 ‚ On dit qu'une fonction entière f est de type exponentiel s'il existe une constante
C telle que pour tout z, on a |fpzq| ď eC|z|. Soit f une fonction de type exponentiel qui ne
s'annule pas et telle que fp0q “ 1.

a. Montrer qu'il existe une fonction entière g telle que f “ exppgq.

b. En utilisant l'inégalité de Borel-Carathéodory, en déduire que fpzq “ eaz pour un certain
a P C.

Exercice 10 ‚ Soit f une fonction entière telle que f ˝ f “ exp.

a. Montrer qu'il existe une fonction entière g telle que f “ eg.

b. En déduire que f est injective et aboutir à une contradiction.

On vient de démontrer le théorème de Thron : il n'y a pas de fonction entière telle que f ˝f “ exp.

Exercice 11 ‚ Le théorème de représentation conforme de Riemann dit que pour tout ouvert

U non vide simplement connexe de C et distinct de C, il existe un biholomorphisme entre U et

D.
a. Pourquoi le cas U “ C a-t-il été exclu ?

b. Trouver explicitement un biholomorphisme entre D et H.
c. Trouver explicitement un biholomorphisme entre H et NE “ tz : Repzq ą 0, Impzq ą 0u.

d. Trouver explicitement un biholomorphisme entre D et DX NE.



X

Singularités et résidus

Exercice 1 ‚ Soit f une fonction entière. Pour tout z non nul, on pose gpzq “ fp1{zq. Véri�er
que g possède une singularité en zéro. Décrire le type de singularité de g en fonction de f .

Exercice 2 ‚ Soient f, g deux fonctions entières telles que pour tout z, on a |fpzq| ď |gpzq|.
Montrer que f et g sont proportionnelles.

Exercice 3 ‚ Montrer que f : z ÞÑ 2z`1
z2`z´2

admet des développements en série de Laurent
dans les anneaux Ap0; 0, 1q, Ap0; 1, 2q et Ap0; 2,`8q. Les calculer.

Exercice 4 ‚ Pour chacune des fonctions suivantes, étudier les singularités et calculer les
résidus.

ez

pz ` 1q3pz ´ 2q
z3 sin

1

z2

e
1
z

1´ z

sinp2zq

z4

1

z
exp

ˆ

z `
2

z

˙

Exercice 5 ‚ a. Montrer que
ş

|z|“2
dz

1`z4
“ 0 (on pourra déformer le cercle vers l'in�ni).

b. Calculer de même
ş

|z|“3
z17

pz2`2q3pz3`3q4
dz.

Exercice 6 ‚ On pose fnpzq “ 1
znpez´1q , où n est un entier naturel.

a. Étudier les singularités de fn.

b. Calculer In “
ş

C p0,1q` fnpzqdz pour n “ 0, 1, 2.

Exercice 7 ‚ Soit a ą 1. En intégrant une fonction judicieusement choisie sur le cercle unité,
montrer que

ż 2π

0

1

a` sinptq
dt “

2π
?
a2 ´ 1

.

Exercice 8 ‚ Soit f une fonction intégrable sur R et soit ϕ sa transformée de Fourier, dé�nie
par ϕpxq “

ş

fptqe´ixtdt. On pose H “ tImpzq ą 0u et on suppose que f se prolonge en une
fonction holomorphe dans un voisinage de HzS, où S est une partie �nie de H.

a. On suppose que |fpzq| Ñ 0 lorsque |z| Ñ 8. Montrer que si x ă 0,

ϕpxq “ 2iπ
ÿ

aPS

Réspfpzqe´ixz, aq.

b. En déduire que pour tout x,
ż 8

0

cospxtq

1` t2
dt “

π

2
e´|x|.

Exercice 9 ‚ Soit f une fraction rationnelle de degré inférieur ou égal à ´2. Soit S l'ensemble
de ses pôles. Montrer que

ř

sPS Réspf, sq “ 0.

Exercice 10 ‚ Pour tout α Ps0, 1r, on dé�nit une fonction fα par

@z P CzR`, z ‰ ´1, fαpzq “
1

zαp1` zq

où l'on a choisi zα “ eαLpzq avec L : CzR` Ñ R ` is0, 2πr la détermination secondaire du
logarithme. On note Γε,R le chemin dessiné ci-dessous.



a. Montrer que
ż

Γε,R

fαpzqdz “ 2iπe´iπα.

b. On pose Iα “
ş8

0
1

tαp1`tqdt. Montrer que

lim
εÑ0

RÑ8

ż

Γε,R

fαpzqdz “ p1´ e
´2iπαqIα

et en déduire
ż 8

0

1

tαp1` tq
dt “

π

sinpπαq
.

c. Démontrer la formule des compléments : pour tout z qui n'est pas un entier,

ΓpzqΓp1´ zq “
π

sinpπzq
.

R

ε

0−1

Γε,R

Exercice 11 ‚ Soit F une fraction rationnelle qui n'a pas de pôles réels, et de degré d ď ´2.
On note Ppfq l'ensemble de ses pôles.

a. Véri�er que
ş

R fptqdt ă 8.

b. Soit R ą 0 et γR le bord du compact KM “ Dp0,Rq XH. Montrer que

1

2iπ

ż

γR

fpzqdz “
ÿ

wPPpfqXKM

Réspf, wq.

c. En déduire que
ż

R
fptqdt “

ÿ

wPPpfqXH
2iπRéspf, wq.

Exercice 12 ‚ Soit ζ un nombre complexe non nul. On pose fpzq “ 1{pzn ´ αq et on note V
l'ensemble des racines n-èmes de α.

a. Montrer que pour tout ξ P V, on a
ś

ζ‰ξpξ ´ ζq “ nξn´1.

b. Calculer Réspf, ζq pour tout ζ P V.

c. En utilisant l'exercice précédent, démontrer que si n ą 0 est pair, on a
ż 8

´8

1

tn ` 1
dt “

2π

n sinpπ{nq
.



XI

Exercices supplémentaires

Cette dernière feuille rassemble une vingtaine d'exercices portant sur l'ensemble du thèmes
précédents, ainsi que quelques exercices utilisant les théorème de Montel et de Rouché, qui n'ont
pas été vu en cours.

Exercice 1 ‚ Une fonction réelle u : Ω Ñ R sur un ouvert Ω de R2 est dite harmonique si elle
est de classe C 2, et si elle véri�e ∆u “ 0, où

∆u :“
B2u

Bx2
`
B2u

By2
.

Montrer que les fonctions harmoniques sont les parties réelles des fonctions holomorphes.

Exercice 2 ‚ Montrer que
ř8
i“1

ř8
j“1

1
pi`jqα ă `8 si et seulement si α ą 2.

Exercice 3 ‚ Soit U “ tz P C : |Repzq| ă 1u. Montrer qu'il existe exactement deux fonctions
f P OpUq telles que, pour tout z P U, fpzq2 “ z2 ´ 1.

Exercice 4 ‚ Soit f une fonction holomorphe sur Dp0, 1q. On dit que f est régulière en un point
ζ P BDp0, 1q s'il existe une fonction holomorphe f̃ dé�nie sur un voisinage de ζ et qui prolonge
f . Si f n'est pas régulière en ζ, on dit qu'elle y est singulière.

Soit
ř

aknz
kn une série entière, où n ÞÑ kn est une suite strictement croissante d'entiers. On

dit que cette série est lacunaire s'il existe un δ ą 0 tel que pour tout n, kn`1 ą p1` δqkn.
L'objectif de cet exercice est de démontrer le théorème suivant, appelé théorème des lacunes

de Hadamard : soit
ř

aknz
kn une série lacunaire de somme f ; alors, f est singulière en chaque

point du bord de son disque de convergence. Pour démontrer cela, on se donne une série lacunaire
ř

aknz
kn de somme f , de rayon de convergence 1. On suppose dans un premier temps que f est

régulière en 1.

a. Soit m ą 1 un entier. On pose gmpzq “ fpzmp1 ` zq{2q. Montrer que gm se prolonge en
une fonction holomorphe dans un voisinage de Dp0, 1q. En déduire que le développement
en série entière

ř

bnz
n de gm autour de 0 a un rayon de convergence r ą 1.

b. Soit m un entier tel que δ´1 ă m. Montrer que pour tout n, on a mkn`1 ą pm` 1qkn.

c. Calculer bmkn`tkn{2u.

d. En déduire que lim sup |bn|
1
n ě lim sup |akn |

1
kn , puis montrer que f ne peut pas être régulière

en 1.

e. Montrer que pour tout ζ P BDp0, 1q, la fonction f est singulière en ζ.

Exercice 5 ‚ Soit fpzq “
ř

anz
n une série entière de rayon de convergence 1. On suppose

que les an sont des réels positifs. Montrer qu'il n'existe aucun voisinage de 1 sur lequel on peut
prolonger f en une fonction holomorphe sur ce voisinage (théorème de Pringsheim).

Exercice 6 ‚ Soit f une fonction entière non constante.

a. Montrer que si l'image de f n'est pas dense dans C, il existe un nombre complexe w et un
réel δ ą 0 tel que Dpw, δq ne rencontre pas l'image de f .

b. En déduire que l'image de f est dense dans C.

Exercice 7 ‚ Soit f : HÑ C continue, holomorphe dans H et nulle sur BH. Montrer que f est
nulle.



Exercice 8 ‚ Soit Ω un ouvert non borné et f : Ω Ñ C une fonction continue, holomorphe
dans Ω, et bornée sur BΩ.

a. f est-elle toujours bornée ?

b. Montrer que si |fpzq| Ñ 0 lorsque |z| Ñ 8, alors

sup
zPΩ

|fpzq| “ sup
zPBΩ

|fpzq|.

c. On pose U “ tz P C : Repzq ą 0u. Soit g : U Ñ C une fonction continue, bornée sur BU,
telle qu'il existe c ą 0 et α P r0, 1r tels que

@z P U, |gpzq| ď ce|z|
α
.

Pour tout ε ą 0 et β Psα, 1r, on dé�nit une fonction gε : U Ñ C par gεpzq “ gpzq expp´εp1`
zqβq.

(a) Montrer que gε est bien dé�nie, puis que |gεpzq| Ñ 0 lorsque |z| Ñ 0.

(b) En déduire que g est bornée sur U et que

sup
zPΩ

|gpzq| “ sup
zPBΩ

|gpzq|.

Ce dernier résultat est un cas particulier du principe de Phragmén-Lindelöf.

Exercice 9 ‚ On pose Ω “ tz P C : 0 ă Repzq ă 1u. Soit f : Ω Ñ C continue, bornée sur Ω,
et holomorphe dans Ω. Pour tout x P r0, 1s, on pose Mx “ suptPR |fpx` itq|. Montrer que pour
tout x P r0, 1s on a

Mx ď M1´x
0 Mx

1 .

C'est le théorème des trois droites de Hadamard 4.

Exercice 10 ‚ Soient r1 ă r2 et Ω “ tz P C : r1 ă |z| ă r2u. Soit f : Ω Ñ C continue et
holomorphe dans Ω. Pour tout r P rr1, r2s, on pose Mr “ sup|z|“r |fpzq|. En utilisant le théorème
des trois droites de Hadamard, montrer que pour tout r P rr1, r2s, on a

Mr ď Mθ
r1M1´θ

r2

où θ est l'unique réel de r0, 1s tel que lnprq “ p1´ θq lnpr1q ` θ lnpr2q. C'est le théorème des trois

cercles de Hadamard.

Exercice 11 ‚ Soit Ω un ouvert borné de C et a P Ω. On pose fpzq “ 1
z´a .

a. Montrer que f est holomorphe dans un voisinage de BΩ.

b. (a) Soit p une fonction continue sur Ω et holomorphe dans Ω telle que

sup
zPBΩ

|fpzq ´ gpzq| ă ε

pour un certain ε ą 0. Montrer que pour tout z P Ω, on a |pz ´ aqfpzq ´ 1| ă dε où
d “ supBΩ |z ´ a|.

(b) En déduire que f n'est pas limite uniforme sur BΩ de fonctions continues sur Ω̄ et
holomorphes dans Ω.

c. Soit K un compact de C et f holomorphe dans un voisinage de K.

(a) Est-il toujours vrai que f est limite uniforme sur K de polynômes ?

(b) Et si K est un disque fermé ?

4. Indice : pour tout ε ą 0, la fonction z ÞÑ exppεz2q tend vers 0 lorsque |z| Ñ 8. On pourra utiliser ce fait

et un exercice précédent...



Exercice 12 ‚ Soient f, g deux fonctions entières telles que fg est à valeurs réelles. Montrer
que f “ λg pour un certain λ P R.

Exercice 13 ‚ Soit Ω un ouvert connexe. Que dire d'une fonction holomorphe f : Ω Ñ Ω telle
que f ˝ f “ f ?

Exercice 14 ‚ Soit H “ tz P C : Impzq ą 0u et soit f : H Ñ C une fonction holomorphe
bornée. On suppose que limtÑ8 fpitq “ 0. Soit ptnq n'importe quelle suite de réels strictement
positifs telle que tn Ñ8 lorsque nÑ8. Pour tout z P H, on pose fnpzq “ fptnzq.

a. Montrer que l'on peut extraire de pfnq une sous-suite convergent uniformément vers les
compacts.

b. Montrer que si une sous-suite de pfnq converge uniformément sur les compacts vers une
fonction g, on a g “ 0.

c. En déduire que pour tout z P H, on a limtÑ8 fptzq “ 0.

Exercice 15 ‚ Soit fn : Dp0, 1q Ñ Dp0, 1q des fonctions holomorphes. On pose U “ tz P
Dp0, 1q : la suite pfnpzqq convergeu. Montrer que si U a un point d'accumulation dans Dp0, 1q,
alors la suite pfnq converge uniformément sur les compacts vers une fonction f .

Exercice 16 ‚ Une partie H de C est dite e�açable si elle est compacte et qu'elle possède la
propriété suivante : toute fonction f : CzH Ñ C holomorphe et bornée est constante.

a. Les singletons sont-ils e�açables ?

b. Montrer qu'un ensemble possédant un intérieur non vide n'est pas e�açable.

c. Montrer que si H est e�açable, son complémentaire est connexe.

d. Montrer qu'une réunion �nie d'ensembles e�açables est encore e�açable.

Exercice 17 ‚ Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
� H est e�açable.
� Pour n'importe quel ouvert U contenant H, toute fonction holomorphe et bornée sur sur

UzH s'étend en une unique fonction holomorphe sur U.

Exercice 18 ‚ On va montrer dans cette question qu'une réunion dénombrable d'ensembles
e�açables qui est compacte est e�açable. Soit pHnq une suite d'ensembles e�açables. On pose
H “ YHn et on suppose que H est un compact.

a. Soit f une fonction holomorphe sur CzH qui est bornée. Soit Ω le plus grand ouvert 5 sur
lequel f s'étend en une fonction holomorphe. On suppose que Ω ‰ C et on pose E “ CzΩ.
Montrer qu'il existe un n tel que Hn X E est d'intérieur non vide dans E.

b. En déduire l'existence d'un ouvert U de C tel que UX E Ă UXHn.

c. Montrer que f s'étend en une fonction holomorphe bornée sur l'ouvert ΩYU, puis conclure.

Exercice 19 ‚ Un ensemble totalement déconnecté si ses composantes connexes sont des sin-
gletons. Soit H un ensemble et soit U Ă H une de ses composantes connexes.

a. Si U n'est pas réduite à un point, montrer qu'il existe une application conforme de CzU
dans D (indice : application conforme et sphère de Riemann).

b. En déduire que H n'est pas e�açable.

On a montré que les ensembles e�açables sont totalement déconnectés.

5. Au sens de l'inclusion ; l'existence d'un tel ouvert est assurée par le lemme de Zorn.



On rappelle que la dimension de Hausdor� sur C se construit de la façon suivante. Soit A
une partie de C. Pour tout s ě 0 et δ ą 0, on pose

H s
δ pAq “ inf

AĂ
Ť

j Aj
diampAjqďδ

#

ÿ

j

diampAjq
s :,Aj Ă C

+

.

La mesure de Hausdor� de dimension s de A est dé�nie par

H spAq “ lim
δą0

H s
δ pAq.

En�n, la dimension de Hausdor� de A, notée dimH pAq, est l'unique nombre positif tel que
HspAq “ 8 si s ă dimH pAq et HspAq “ 0 si s ą dimH pAq.

Exercice 20 ‚ L'objectif de cet exercice est de démontrer le théorème de Painlevé, qui dit que
les ensembles � très petits � au sens de la dimension de Hausdor� sont e�açables. Le théorème
s'énonce comme suit :

Si dimH pHq ă 1, alors H est e�açable.

a. Soit f une fonction holomorphe bornée au voisinage de l'in�ni 6. Montrer que fpzq possède
une limite notée fp8q lorsque |z| Ñ 8, puis montrer que zpfpzq´fp8qq possède aussi une
limite notée f 1p8q lorsque |z| Ñ 8.

b. Soit H un ensemble compact tel que H 1pHq “ 0 et soit f une fonction holomorphe bornée
sur le complémentaire de H.

(a) Montrer que pour tout ε ą 0, on peut trouver un recouvrement �ni de H par des
disques ouverts D1, . . . ,Dn de rayons r1, . . . , rn tels que r1 ` ¨ ¨ ¨ ` rn ă ε.

(b) On pose U “ D1 Y . . .YDn et γ “ BU. Montrer que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2iπ

ż

γ
fpzqdz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε}f}8.

(c) En déduire que f 1p8q “ 0.

(d) Montrer que si f n'est pas constante, il existe un a P C tel que fp8q “ fpaq. Montrer
alors que la fonction

g : z Ñ
fpzq ´ fpaq

z ´ a

est bien dé�nie sur CzH, qu'elle est holomorphe, bornée, et qu'elle véri�e g1p8q ‰ 0.
Conclure.

Exercice 21 ‚ Soit f une fonction holomorphe sur l'ouvert Dpz0, rqztz0u. On suppose que la
partie réelle de f est positive en tout point. Montrer que f s'étend en une fonction holomorphe
sur le disque Dpz0, rq.

Exercice 22 ‚ Soit f une fonction holomorphe injective sur un ouvert contenant le disque
unité fermé de C.

a. Calculer le déterminant jacobien de f (vue comme fonction R-di�érentiable sur un ouvert
de R2) en fonction de f 1.

b. Montrer que l'aire de fpDp0, 1qq est au moins π|f 1p0q|2 et caractériser l'égalité.

Exercice 23 ‚ Soient a, b, c des nombres complexes. On suppose que Repcq ą Repbq ą 0 et que
Repaq ą 0. Pour tout entier positif n, on pose u0 “ 1 et

un “
apa` 1q ¨ ¨ ¨ pa` n´ 1q ˆ bpb` 1q ¨ ¨ ¨ pb` n´ 1q

cpc` 1q ¨ ¨ ¨ pc` n´ 1q
.

6. C'est-à-dire, holomorphe et bornée sur le complémentaire d'un compact.



a. Déterminer le rayon de convergence de la série entière Fpzq “
ř8
n“0 unz

n{n!.

b. On pose

Ipzq “

ż 1

0

tb´1p1´ tqc´b´1

p1´ tzqa
dt.

Montrer que I est une fonction holomorphe dans Czr1,`8r.
Indice : considérer des ensembles ouverts de la forme CzUδ où

Uδ “ tz : |Argpzq| ď δ, |z| ě 1u YDp1, 2 sinpδ{2qq

c. On rappelle que
ş1
0 t
x´1p1´ tqy´1dt “ ΓpxqΓpyq{Γpx`yq pour tous nombres complexes x, y

tels que Repxq ą 0 et Repyq ą 0. Calculer le développement en série entière de I autour de
0.

d. Démontrer l'identité suivante, valable pour tout z P Dp0, 1q :

Fpzq “
Γpcq

ΓpbqΓpc´ bq
Ipzq

et montrer que F se prolonge de manière unique en une fonction holomorphe sur Czr1,`8r.
e. Démontrer la formule hypergéométrique de Gauss,

8
ÿ

n“0

un
n!
“

ΓpcqΓpc´ b´ aq

Γpc´ aqΓpc´ bq
.

(Indice : théorème d'Abel)

Exercice 24 ‚ On rappelle que pour tout Repzq ą 0, on a Γpzq “
ş8

0 e´ttz´1dt.

a. Montrer que pour tout Repzq ą 0 et t P r0, 1s, on a

e´ttz´1 “ tz´1 `

8
ÿ

n“1

p´1qn

n!
tz`n´1.

b. En déduire que pour tout Repzq ą 0,

Γpzq “
8
ÿ

n“0

p´1qn

n!

1

z ` n
`

ż 8

1
e´ttz´1dt.

c. Prouver que Γ se prolonge en une fonction méromorphe sur C, dont les pôles sont tous les
entiers négatifs ou nuls et sont simples. Montrer que RéspΓ,´nq “ p´1qn

n! .

Exercice 25 ‚ L'objectif de cet exercice est de démontrer la formule suivante : pour tout z,

1

Γpzq
“ zeγz lim

nÑ`8

n
ź

k“1

´

1`
z

k

¯

e´
z
k

où γ est la constant d'Euler-Mascheroni dé�nie par γ “ ´ lnpnq ` 1` 1
2 `

1
3 `

1
4 ` ...

a. On pose Inpzq “
şn
0 t

z´1p1 ´ t{nqndt. Montrer que pour tout Repzq ą 0, on a Γpzq “
limnÑ8 Inpzq.

b. On pose Jnpzq “
ş1
0 u

z´1p1´ uqndu. Montrer que Inpzq “ nzJnpzq.

c. Montrer que Jnpzq “ pn{zqJn´1pz ` 1q pour tout n ě 1 ; en déduire que

Jnpzq “
n!

zpz ` 1q ¨ ¨ ¨ pz ` nq
.



d. Montrer que la suite de fonctions entières

fnpzq “
n
ź

k“1

´

1`
z

k

¯

e´
z
k

converge uniformément sur les compacts de C vers une fonction entière qui ne s'annule
jamais.

e. En déduire que la fonction Γ ne s'annule pas, que 1
Γ est holomorphe dans C, et qu'elle

véri�e l'équation demandée.

Exercice 26 ‚ L'objectif de cet exercice est d'utiliser le théorème de Rouché.

a. Soit n un entier positif non nul et soit a ą e. Montrer que l'équation ez “ azn admet
exactement n solutions dans Dp0, 1q.

b. On pose ppzq “ z5 ´ 6z ` 4. Combien de racines possède ce polynôme dans Dp0, 2q ?

c. On pose qpzq “ z4 ` 4z2 ` z ` 1. Combien de racines possède ce polynôme dans Dp0, 1q ?

d. Et pour rpzq “ z4 ` 3z2 ` z ` 1 ?

Réponses aux trois dernières questions : 5, 2 et 2.

Exercice 27 ‚ On rappelle que la fonction ζ est la fonction holomorphe dé�nie pour Repzq ą 1
par ζpzq “ 1`2´z`3´z`¨ ¨ ¨ ; l'objectif de l'exercice est de démontrer que ζ possède un (unique)
prolongement holomorphe à Czt1u.

a. Véri�er que pour tout s ą 1, on a

n´sΓpsq “

ż 8

0
us´1e´nudu.

En déduire que pour Repzq ą 1,

ζpzqΓpzq “

ż 8

0

xz´1

ex ´ 1
dx.

b. Montrer que F : z ÞÑ
ş8

1
xz´1

ex´1dx est une fonction entière.

c. On pose fpzq “ zpez ´ 1q´1 : on rappelle 7 que f est une fonction holomorphe au voisinage
de 0 et que pour tout z P Dp0, 2πq, on a

fpzq “ 1´
z

2
`

8
ÿ

n“1

B2n

p2nq!
z2n

où les Bn sont les nombres de Bernoulli. Par simplicité, on note an le n-ème coe�cient du
développement de f , c'est-à-dire f “

ř

anz
n.

(a) Montrer que, pour Repzq ą 1, on a

ż 1

0

xz´1

ex ´ 1
dx “

8
ÿ

n“0

an
z ` n´ 1

.

(b) En déduire que ζ s'étend en une fonction holomorphe sur Czt1u, avec un pôle simple
en 1, de résidu 1.

7. Vu dans un exercice précédent.



Exercice 28 ‚ L'objectif de cet exercice est de calculer la valeur de la fonction ζ sur les entiers
naturels pairs ; ce calcul est dû à Euler. On pose fpzq “ zpez ´ 1q´1 : on rappelle 8 que f est une
fonction holomorphe au voisinage de 0 et que pour tout z P Dp0, 2πq, on a

fpzq “ 1´
z

2
`

8
ÿ

n“1

B2n

p2nq!
z2n

où les Bn sont les nombres de Bernoulli. On pose bn “ B2n{p2nq!.

a. Montrer que pour tout n ě 1, on a bn “ Rés
´

1
z2npez´1q

; 0
¯

.

b. Soit ` un entier positif, et soit R` le carré de sommets ˘p2`` 1qπ ˘ ip2`` 1qπ. Calculer

I
pnq
` :“

ż

BR`

1

z2npez ´ 1q
dz.

c. Montrer que pour tout z P Dp0, 2πq,

z

ez ´ 1
“ 1´

z

2
`

8
ÿ

n“1

p´1qn´1 ζp2nq

22n´1π2n
z2n

puis en déduire la valeur de la fonction ζ sur les entiers pairs :

ζp2nq “
p´1qn´1B2np2πq

2n

2p2nq!
.

En particulier, ζp2q “ π2{6, ζp4q “ π4{90 et ζp6q “ π6{945.

Exercice 29 ‚ L'objectif de l'exercice est de calculer l'intégrale suivante pour tout réel λ :

Iλ “

ż 8

´8

cospλxq

coshpxq
dx.

par la méthode des résidus. On note Iλ l'intégrale à gauche, et on pose fpzq “ eiλz

coshpzq .

a. Étudier les singularités de f .

b. Soit γR le chemin dessiné ci-dessous. On pose JR “
ş

γR
fpzqdz. Montrer que

JR “ 4πe´λπ sinhpλπ{2q.

c. On pose I1λ “
ş8

´8
eiλx

coshpxqdx. Montrer que

lim
RÑ8

JR “ p1´ e
´2λπqI1λ.

d. En déduire que

Iλ “
π

cosh
`

λπ
2

˘ .

R+ 2iπ−R+ 2iπ

R−R

γR

8. Idem.



Identités remarquables démontrées en exercice

1´
1

2
`

1

3
´

1

4
` ¨ ¨ ¨ “ lnp2q « 0, 6931 (XI.1)

1´
1

3
`

1

5
´

1

7
`

1

9
´

1

11
` ¨ ¨ ¨ “

π

4
« 0, 7854 (XI.2)

9

5
´

27

7
`

81

9
´

243

11
` ¨ ¨ ¨ “

π
?

27
(XI.3)

1`
1

4
`

1

9
`

1

16
` ¨ ¨ ¨ “

π2

6
« 1, 6449 (XI.4)

ż π{2

0
lnpcosptqqdt “ ´

π lnp2q

2
(XI.5)

ż

R
e´ξt

2
dt “

c

π

ξ
(XI.6)

1
?

2π

ż

R
e´itξe´

t2

2 dt “ e´
ξ2

2 (XI.7)

ż 8

0
tα cospt2qdt “

1

2
cos

´π

4
p1` αq

¯

Γ

ˆ

α` 1

2

˙

(XI.8)

ż 8

0

cosptq

tα
dt “ cos

´

p1´ αq
π

2

¯

Γp1´ αq (XI.9)

ż 8

0

sinptq

t
dt “

π

2
(XI.10)

ΓpzqΓp1´ zq “
π

sinpπzq
(XI.11)

ż 8

0
cospt2qdt “

ż 8

0
sinpt2qdt “

c

π

8
(XI.12)

ż 8

0
e´it

2
dt “

1´ i

2

c

π

2
(XI.13)

ż π{2

´π{2
cosptqα cospαtqdt “

π

2α
(XI.14)

1

Γpzq
“ zeγz

8
ź

k“1

´

1`
z

k

¯

e´
z
k (XI.15)

pn pairq
ż 8

´8

1

tn ` 1
dt “

2π

n sinpπ{nq
(XI.16)

ż 8

´8

cospλxq

coshpxq
dx “

π

cosh
`

λπ
2

˘ (XI.17)

a Ps1,`8r

ż 2π

0

1

a` sinptq
dt “

2π
?
a2 ´ 1

(XI.18)




	Introduction : le plan complexe
	C-dérivabilité et équations de Cauchy-Riemann
	Fonctions analytiques  :  Rayon de convergence, développement en série entière.
	Fonctions analytiques  :  Propriétés des fonctions analytiques, fonctions spéciales.
	Fonctions analytiques  :  Prolongement, logarithmes, chemins.
	Indice et formule de Cauchy
	Suites, séries et intégrales de fonctions analytiques
	Principe du maximum
	Homotopies et biholomorphismes
	Singularités et résidus
	Exercices supplémentaires

