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Exercice 1 (Propriétés générales). Soit f une fonction continue de R dans R. Pour ¢ > 0 on pose

t
M, ::/0 f(s)dBs.

Montrer que (M;);>0 est un processus gaussien a accroissements indépendants.
Montrer que (M;);>( est une martingale.

Construire une martingale & partir de (M?);>o.

Soit § € C. Construire une martingale & partir de (e?Mt),>.

Pour quels choix de f le processus (M;):>0 est-il un mouvement brownien ?

Soit g € L2 (Ry) et N; := fg g(s) dBs. A quelle condition (M;);>0 et (Ny);>o sont-ils

: loc
indépendants ?
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2

7. On suppose maintenant seulement que f € Lj.

sont toujours valables.

(R), esquisser pourquoi les résultats précédents

Exercice 2 Soit (,,) une base Hilbertienne de L?(0, 1). Montrer que pour toute fonction f € L?(0,1), on

a P-presque stirement
o0 1
[ 1B =3 tre) [ entan.
n=0

Exercice 3 Pour quels nombres réels a, b le processus
t
u
Xi= [ (a+by)aB,
0 t
est-il un mouvement brownien ?

Exercice 4 Que dire du processus (X;):>o défini par la formule suivante ?

Vi
X, ::/ V25 dB;.
0

Exercice 5 (Pont brownien). Soit (a,b) € R%. On considére le processus (Z;)o<:<1 défini par

1

— S

t
Zt::a(l—t)+bt+(1—t)/1 dB, (0<t<1).
0

1. Montrer que (Z;)o<t<1 est un processus gaussien dont on explicitera les parametres.

2. Que dire de ce processus dansle casa =b=107?



3. Montrer que lorsque ¢t — 1, on a Z; — b au sens de la convergence L.

4. Montrer que la convergence a en fait lieu presque-siirement.

Exercice 6 (Processus d’Ornstein-Uhlenbeck).Soit Vj une variable aléatoire réelle indépendante de
(Bt)>0, et b,o > 0. On définit un processus (V});>o par

¢
V,i=e <Vo +0/ e st) )
0

1. Montrer que V; converge en loi lorsque ¢ — oo, et déterminer la limite.

) . o2 .
2. On suppose désormais que Vp ~ A" (O, %). Montrer que (V;);>0 est un processus gaussien
stationnaire dont on précisera les parametres.

3. Que dire du processus (W;), . défini par W; := ﬁ e Boawe ?

Exercice 7 (Intégration par partie). Soit f € €1 (R, R).

1. Etablir que pour tout ¢ > 0, on a presque-siirement
t t
/ f(s)dBs —|—/ f'(s)Bsds = f(t)Bs.
0 0

2. Sous les hypothéses supplémentaires f(t) == 0et [7°|f'(t)|Vt dt < oo, en déduire
—00

f(s)dBs=— [ f'(s)Bsds.
Ry Ry

Exercice 8 Quelle est la loi de fot Bs cos(t — s)ds?

Exercice 9 Quelle est la loi de fol t"Bydt?

Exercice 10 (Espace gaussien). Soit H” Pespace gaussien engendré par (B;);>o :

2(Q,o
HB = Veat(B;: £ > 0) 77,

1. Etablir I'égalité
HB = { f(s)dBs: f € L2(R+)}.
Ry
2. Soit X € HB et f € L?>(R,). Montrer 'équivalence des deux conditions suivantes :
@ X = fR+ f(s)dBs
(b) E[XBy] = fot f(s)ds pour tout ¢ € R.

Exercice 11 Calculer E [eBt fg f(s)st}, ou f est .



