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Exercice 1 (Martingales locales).
1. La somme de deux martingales locales est-elle encore une martingale locale ?
2. Soit (M;)>0 une martingale locale continue. On suppose que pour tout ¢ > 0,

E [ sup \MSI] < o0.
0<s<t

Montrer que (M;):>0 est en réalité une vraie martingale.

3. Aurait-t-on pu conclure en supposant seulement que E[|M|] < co pour tout ¢ (donner une preuve
ou un contre exemple) ?

4. On suppose maintenant que M est une martingale locale telle que pour tout ¢ > 0, E[(M);] < cc.
Montrer que M est une vraie martingale.

5. Soit (M;):>0 une martingale locale positive telle que E[My] < co. Montrer que c’est une
surmartingale, et que c’est une martingale si et seulement si V¢ > 0, E[M;] = E[M,].

Exercice 2 (Formule d’It6). Dans chacun des cas suivants, montrer que (Z;):>o est un processus d’Ito,
calculer sa différentielle stochastique, et déterminer si (Z;):>o est une martingale.

1. Z, =By + 4t 5. Z; = B3(B? — 6t)

2. Zy =B} —t 6. Z; = B; (B} — 10tB} + 15)

3. Zy =B, — 2 [} sByds 7. Zy = exp(ut + o By), avec (u,0) € R2,
4. Z, = B} — 3tB; 8. Z; = (cos By, sin By)

Exercice 3 Soit H = (Hy)ic[p,r) Un processus A2, strictement positif. Est-ce que fg HydB; est positif ?

. 2 . .
Exercice 4 Le processus X; = fg ePs d By est-il une martingale ?

2
Exercice 5 On pose X. = [, ¢~ e 5%/% dB,. Montrer que X. % 0 si et seulement si A €]0,1/4].
E—

Exercice 6 (Unicité de I'écriture d'un processus d’It6). Soit ¢) un processus progressivement mesurable et
localement borné. On pose

Zy = /0 P(s)ds (t>0).

1. Vérifier que (Z;):>0 est un processus a variations finies.
2. Montrer que si (Z;):>0 est une martingale locale, alors P-ps, v est nul presque partout.

3. En déduire que si (X¢):>0 est un processus d’Ité qui s’écrit sous la forme

t t
X =X —i—/o ¢(s)dBs —i—/o P(s)ds,

avec ¢ € 2. et ¢ localement borné, alors cette écriture est unique.



Exercice 7 (Fonction du brownien). Soit B = (B;):>0 un mouvement brownien d-dimensionnel et soit
f € €*(R4,R). On suppose que pour tout ¢ > 0,

E[/Ot]Vf(Bs)st}<oo et E{/Ot\Af(Bs)|ds}<oo.

1. Etablir lidentité suivante, valable pour toutt >0 :
1 t
Bl = 10+ e | [ arm)as).

2. Montrer qu’en fait, la formule précédente est valable lorsque ¢ est remplacé par n’importe quel
temps d’arrét 7 borné (formule de Dynkin).

3. Retrouver la formule donnant les moments de la loi gaussienne.

Exercice 8 (EDP). Soit (¢,z) — f(t, z) une fonction deux fois dérivable, solution de 'EDP
of  10?
N
ot 20x?
1. Montrer que le processus (f(t, Bt)):>0 est une martingale locale, et donner une condition suffisante
sur f pour que ce soit une vraie martingale.

2. Que dire de (B} — 3tB;) >0, (Bf — 6tB? + 3t%)i>0 et (B — 10t B} + 15t By) >0 ?

Exercice 9 (Pont brownien). Soit (a,b) € R?. On considére le processus (Z;)o<;1 défini par

t
1
Zt:a(l—t)—l—btJr(l—t)/ L an.
0

— S
Montrer que (Z;)o<¢<1 est solution de I'équation différentielle stochastique suivante :

b— Z;
1-t¢

dz; = dt + dBy.

Exercice 10 (Cas vectoriel). Soit (B}, B?);>o un mouvement brownien planaire. Pour ¢ > 0 on pose :
X; = exp(B}) cos(B?) et Y; := exp(B}) sin(B?).

1. Montrer que (X;):>0 et (Yz):>0 sont des martingales de carré intégrable.
2. Le produit (X;Y;):>0 est-il une martingale ?
3. Calculer la différentielle stochastique du processus (Z;):>o défini par

7= (Xp — 1) + (V)2

Exercice 11 (Carré de Bessel). Soit (B;);>o un mouvement brownien d—dimensionnel.
1. Montrer que (|B;|?);>0 est un processus d’Itd et calculer sa différentielle stochastique.

2. On considere d = 3 a partir de maintenant. Déterminer la loi de | B;| et calculer E[1/|B,|] et
E[1/|B;|?] pour tout t.

3. On admet qu’on peut appliquer la formule d’It6 au processus M; = 1/|B;| méme s’il n’est pas défini
quand |B;| = 0; montrer que c’est une martingale locale. Elle est ainsi bornée dans L? mais n’est
pas une vraie martingale.



