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CHANGEMENTS DE MESURE

Exercice 1. Soit (B;):;>0 un mouvement brownien réel sur un espace filtré (Q2, .7, (%#;):>0, P), et soit
T > 0. Construire une mesure de probabilité Q sur .%p, équivalente a P (sur JT), sous laquelle le
processus (exp (0 B; + 1t)),<,< €st une martingale.

62
Exercice 2 Soit (B;),c[o,r] un mouvement brownien réel. On pose .S; = eoBt=%*
1. Montrer que dS; = ¢S5;dB; et calculer la décomposition en semi-martingale de R; = S; 1
2. Soit Q la mesure dont la densité par rapport a P est Sp. Trouver la loi de R; sous Q.

3. En déduire la symétrie Put-Call : pour tout K > 0,

Ep[(Sr — K)4] = KEq[(K™" — S71)4].

Exercice 3 . Soit (B;);>0 un mouvement brownien réel sur un espace filtré (€2, .7, (% ):>0, P), et soient
¢, € F42.. Pour t > 0, on pose

7, = exp ( /O o(s)dB, - 1 /0 t¢2<s>ds> et V= /O () dBs /O p(s)o(s)ds

1. Montrer que le processus (Z;Y;):>o est une martingale locale.

2. Soit T un réel positif tel que E[Z7] = 1. Montrer que (Y;)o<:<7 est une martingale locale sous une
certaine probabilité Q sur .#p équivalente a P, que 'on explicitera.

Exercice 4 (Dérive).Soit (B;):>0 un mouvement brownien réel sur un espace filtré (Q, .#, (%#;):>0,P) et
soit a > 0 un nombre positif. On rappelle que 7, := inf{t > 0: B, > a} a pour densité

a _a?
falz) = e 2 1g, (x).
2mas

Etant donné b € R, on pose X; := B, — bt et on s'intéresse a v, := inf{t > 0: X; > a}.
1. Trouver une probabilité Q sur .%., sous laquelle (X}):>o est un mouvement brownien.

2. En déduire, sous la mesure P, la fonction de répartition de v, puis la loi de Z := sup,~, B; — bt.
Exercice 5 (Fonctionnelles quadratiques du brownien). Pour a,b,t > 0, on cherche a calculer

I(a,b) :—E[exp{—aBtQ b;/ Bzds}].

1. Calculer I(a,0) pour tout a. On supposera désormais b > 0.

2. Trouver un processus ) localement intégrable tel que le processus (Z;);>¢ défini ci-dessous soit une

martingale locale :
t t
Zy = exp {—b/ B,dB; — / P(s) ds} .
0 0



3. Exprimer Z; en fonction de b, t, B; et fg B2 ds seulement, et en déduire que

I(a,b) =E [Zt exp { <2 — a> BEH exp <—b;> .

4. Construire une probabilité Q sur (2, F) sous laquelle le processus (W;):>o défini par
Wy =B;+b f[f B,ds soit un mouvement brownien.

5. Montrer que pour toutt¢ > 0,
t
B = / =t aw,.
0

6. Pour ¢ > 0 fixé, expliciter la loi de B; sous la mesure QQ et en déduire la formule suivante :

NI

I(a,b) = {cosh(bt) + %a sinh(bt)}

Exercice 6 Soit B = (Bt),c[p,;) un mouvement brownien et  un processus localement intégrable. On

note Q la mesure de probabilité dont la densité par rapport a P est Z = exp(— fol H,dB; — % fol H2ds).
On rappelle que la divergence de Kullback-Leibler entre deux mesures équivalentes y, v est définie par

dKL(N’”):/<1n35> dp.

1. Calculer dki,(Q | P).
2. Calculer dkr,(P | Q).

Exercice 7 (Condition de Novikov). Soit ¢ € jﬁgc. On pose pour tout ¢t > 0,

2u0) = e { [ o143~ 3 [ #(opas}

Le but est de démontrer que (Z4(t));>o est une martingale sous la condition de Novikov :

Yt > 0, E [exp {; /t qﬁz(s)ds}] < 0. (%)
0

1. Que peut-on dire du processus (Z4(t)):>o en général? Et si E[Z4(t)] = 1 pour tout ¢ > 0?
2. Soit 0 < A < 1. Trouver p > 1 et 0 < 6 < 1 tels que pour tout ¢ > 0,

Z84(t) = Z(t) exp {129 /Ot ¢2(5)ds} .

3. En déduire que sous la condition (), on a E[Z)4(t)] = 1 pour tout ¢t > 0.

4. Montrer par ailleurs que pour tout ¢ > 0,

B0 <707 E e {2 [otan)]

5. Vérifier que le membre droit est fini sous la condition (x), et conclure.



