UNIVERSITE PARIS-CITE, 2023-2024 PROBABILITES (M1)

INTEGRATION

Exercice 1 (Inégalité de Markov). Soit f une fonction mesurable positive sur un espace
(E, o, ).
a) Montrer que pour tout a > 0, on a

u(fza)éé/Efdu-

b) En déduire que |, [ dp =0 si et seulement si f est nulle u—presque partout.

c¢) En déduire que si X est une variable aléatoire réelle, telle que E(X?) < 400, alors, pour
tout t > 0,

Var(X)

PX-E(X)| 2 1) <~

Exercice 2 (Mesures a densité). Soit (E, 7, 1) un espace mesuré et f une fonction mesurable
positive sur E. Pour tout A € &/, on pose

V(A) == /E1A fdp.

a) Veérifier que v est une mesure sur (E, &).

b) Montrer que pour toute fonction h: E — R mesurable positive, on a

/Ehdu:/Ehfdu. (1)

c) Soit & présent h: E — R mesurable de signe quelconque. Montrer que h € L' (E, o/, v) si
et seulement si hf € L' (E, o, 1) et que dans ce cas, (1) est encore vérifice.

Exercice 3 (Equivalences). Soient j, v deux mesures de probabilité sur (R, Z(R)). Montrer que
I’égalité p = v est équivalente & chacune des conditions suivantes :

a) 1 ((a,b)) =v((a,b)) pour tout —oo < a < b < 400

b) [, fdp = [, fdv pour toute fonction f mesurable positive.

¢) [ fdp= [, fdv pour toute fonction f continue bornée.

d) fE fdp= fE f dv pour toute fonction f continue & support compact.

Exercice 4 (Equivalence, suite) Soient y, v deux mesures de probabilité sur (R?, Z(R?),
montrer que x4 = v si et seulement si

f@gulde, dy) = | f(x)g(y)v(de, dy),
R? R
pour toutes fonctions f et g continues & support compact.

Exercice 5 (Fonction Gamma). Soit 6 € (0,00). On rappelle que T'(6) = fooo 20~ le % du.

a) Vérifier que pour tout 6§ € (0,00) et tout entier n > 1, on a

" AN nn?
/0 (1-7) 1dxe(e+f).)~(9+n)'

b) En déduire la formule d’Euler :




c) Utiliser cette formule pour calculer T’ (%), puis retrouver l’identité fR e~ dr = N

Exercice 6 (Interversion). Soit (f,)n>1 une suite de fonctions dans L' (E, <, u) telle que :

> [ il <
n=1"E

a) Montrer que 'on peut alors intervertir Pordre de la somme et de I'intégrale :

§ e (E1)

b) En déduire les égalités suivantes :

+2

1 2
| 1 o2 :
/ 1% =T et —/cos(m)e*7 der=e"z.
0o 1—x 6 V2T Jr

Exercice 7 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Montrer que pour toute f € L' (R), on a

/ f () cos(nz)dz —— 0.
R

n—oo

Exercice 8 (Dérivation sous l'intégrale). Soit (E, <7, 1) un espace mesuré et I C R un intervalle
ouvert. On considére une fonction F': I — R de la forme

F(t) = /E £(t,2) p(dz),

ou f: I x E — R est une fonction qui vérifie les conditions suivantes :
(i) Pour tout t € I, la fonction z +— f(t,z) est dans L'(E, o, ) ;
(ii) Pour pu—presque tout = € E, la fonction t — f(t,z) est de classe € sur I ;
(iii) 1l existe g € L*(E, .o/, u) telle que pour tout t € I et u—presque tout = € E,
of

7(t7 x)

5 < g(x).

Montrer que F est de classe €' sur R et que pour tout ¢ € I,

_[of

) = | Gito) ua),

Exercice 9 (Equation différentielle). On chercher & évaluer, pour tout ¢ € R, I'intégrale

F) = - [ costiz)expd —Z\ .
75 Joomtmem{-5}

Montrer que F vérifie I'équation différentielle F'(t) = —tF(¢) pour ¢t € R, puis conclure.

Exercice 10 (Autre application). On chercher & évaluer, pour tout ¢ € R, intégrale

oo 1 _ 7t:1:2
F(t):= / % dz.
0

X

Montrer que F est dérivable sur (0,00) et calculer sa dérivée, puis conclure.

Exercice 11 (Passages a la limite). Soit f: [0,1] — R une fonction positive et monotone.
Déterminer la limite de I, = fol f(z™) da.



