UNIVERSITE PARIS-CITE, 2023-2024 PROBABILITES (M1)

VECTEURS ALEATOIRES

Exercice 1 (Indépendance). Soit X7, ..., X, des variables aléatoires définies sur le méme
espace probabilisé (2,.7,P), a valeurs respectivement dans (Eq, & ),. .., (En, %,). On suppose
que pour tout 1 <1i < n, & = 0(%;) avec é; une collection d’ensembles contenus dans F;, stable
par intersection finie. Montrer 1’équivalence entre :

a) Pour tout (Ay,...,A,) € E1 X -+ X €y,

P(Xi€4,....X,€A4,) = PX1€4)x---xP(X, €A,).
b) Pour tout (Aj,...,A,) € 9 X -+ X oy,
P(X;€d,....X,€4,) = P(X;€A4)x - xP(X, €A4,).
¢) Pour toutes fonctions mesurables positives hy: By = R, ... hy,: E, = R,
Ehi(X1) X X hp(Xp)] = E[hi(X1) X - X hp(Xp)] -
Exercice 2 (Fonction de répartition vectorielle). Soit X = (X1,...,X,) un vecteur aléatoire.

Soit Fx: R™ — [0, 1] la fonction définie par

Fx(x1,...,25) P(X; <z,...,X, <xp).

a) Montrer que Fx caractérise la loi du vecteur aléatoire X.
b) A quelle condition sur Fy les variables aléatoires X1, ..., X,, sont-elles indépendantes ?

Exercice 3 (Convolutions). Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes. Déterminer la
loi de Z := X + Y dans chacun des cas particulier suivants :

a) X ~ P2(\),Y ~ P(n).

b) X ~ HB(n,p),Y ~ B(m,p).
¢c) X ~%(-1,1),Y ~%(-1,1).
d) X ~ AN (p,02),Y ~ N (v,7%).
e) X ~T(r,\),Y ~T(s,A).

Exercice 4 (Loi du chi-2). Soient X = (X1,...,X,) un n—uplet de variables aléatoires
gaussiennes standard indépendantes.

a) Déterminer la loi de | X|? := X7 +--- + X2
b) Calculer la fonction caractéristique de | X|?.

Exercice 5 (Gaussienne complexe) Soient X,Y deux lois normales .47(0,1). On pose
7Z = (X +iY)/\/2. Calculer E[Z?].

Exercice 6 (Matrice de covariance). Soit X = (X1,...,X,) un vecteur aléatoire tel que
E[|X]?] < co. On appelle matrice de covariance de X la matrice I' = (T';j)1<i j<n Ol

a) Vérifier que T' est une matrice symétrique positive. Est-elle définie positive ?
b) Que dire de T lorsque X1, ..., X,, sont indépendantes ? Et la réciproque ?

¢) On fixe une matrice (déterministe) A = (A;j)1<i,j<n €t on pose Y := AX. Déterminer la
matrice de covariance de Y, en fonction de celle de X.

d) Montrer que toute matrice symétrique positive est une matrice de covariance.

Exercice 7 (Stabilité par minimum). Déterminer les lois 1 sur Ry ayant la propriété suivante :
pour n > 1, si Xi,...,X,, sont indépendantes et de loi y, alors nmin(Xy,...,X,) est de loi u.

Exercice 8 (Partie enti¢re/fractionnelle). On note |z| € Z la partie entiére de x et
{z} := 2 — |z] sa partie fractionnelle. Quelle est la loi de (| X],{X})si X ~&(\)?



Exercice 9 (Coordonnées polaires).

a) Montrer que pour toute fonction mesurable h: R? — [0, 00), on a

/ h(z,y)dzdy / / h(rcos@,rsinf)rdrdo.
R2 —m Jr=0

b) Retrouver en particulier I'identité
22
/ e~z dr = V2.
R

¢) Soient X et Y deux variables indépendantes de loi .4#7(0,1). On note (R, ®) 'écriture du
point (X,Y") en coordonnées polaires. Trouver la loi de (R, ©).

Exercice 10 Soient X4,...,X,,Y1,...,Y, des variables aléatoires indépendantes de Bernoulli,
de parameétre p. Calculer la loi de (X, Y).

Exercice 11 Soit A\, u > 0 et (X,Y) un couple aléatoire de densité
AL e
flay) = ST LTy,

a) Déterminer la loi de Y. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
b) Montrer que le couple ( , ) admet une densité que ’on explicitera.
¢) En déduire E[X™] pour tout n € N.

Exercice 12 Soient X et Y deux variables indépendantes de lois respectives I'(r, A) et T'(s, A),
avec r,5,A > 0. On pose Z := X +Y et U := X/Z. Quelle est la loi du couple (Z,U)? En
déduire la formule classique :

! r—1 71,571 r = F(T)F(S)
/Ox (1 ¥ ride = 711(7“—1—3)'

Exercice 13 Quelle est la loi de X/Y si X,Y sont indépendantes de loi A47(0,1)?

Exercice 14 (Isotropie gaussienne).

a) Soient XY, Z des variables indépendantes .4'(0, 1). Trouver la loi de (U, V, W) ou

1 1
Ui=-(2X-2Y+2), V:=-(X+2Y+27); W:=02X+Y-27).

1
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b) Soient Xi,..., X, des variables indépendantes, de loi .4#7(0,1). Trouver une condition

nécessaire et suffisante sur la matrice A = (Aij) 1<ij<n pOUr que les vecteurs aléatoires
X = (Xy,...,X,) et Y := AX aient la méme loi.

Exercice 15 Soit M une matrice de taille (2,2) dont toutes les entrées sont des gaussiennes
réelles centrées réduites indépendantes. Quelle est la probabilité que M soit inversible ?

Exercice 16 Soient X,Y, Z trois variables aléatoires gaussiennes .4#'(0, 1) indépendantes. On
pose

vl

zZ Y|’
a) Calculer les valeurs propres de M.

b) Calculer la loi des valeurs propres de M.



